
Ïîäãðàôû. Îïåðàöèè íà ãðàôàõ.

Èçîìîðôèçì ãðàôîâ.

21 ìàðòà 2017 ã.

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ è ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ èí-
äóöèðîâàííûõ ïîäãðàôîâ ìîæåò èìåòü ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô G,
ïîñòðîåííûé íà n âåðøèíàõ è m ðåáðàõ? (îïðåäåëåíèå).

2. Ïóñòü G åñòü ãðàô, ïîñòðîåííûé íà n ≥ 2 âåðøèíàõ, ∆(G) è δ(G)
åñòü ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôå G. Äî-
êàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) óäàëåíèå âåðøèíû ñòåïåíè ∆(G) íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñðåäíþþ
ñòåïåíü âåðøèí â ãðàôå;

b) óäàëåíèå âåðøèíû ñòåïåíè δ(G) íå ìîæåò óìåíüøèòü ñðåäíþþ
ñòåïåíü âåðøèí â ãðàôå.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé öèêë íàèìåíüøåé äëèíû â ãðàôå G ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô.

4. Ïóñòü G åñòü ãðàô, îáõâàò g(G) êîòîðîãî ìåíüøå áåñêîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîãî ãðàôà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî âèäà g(G) ≤
2diam(G) + 1.

5. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðîãî áîëü-
øå èëè ðàâíà δ, δ ≥ 2. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò öèêë
äëèíû, áîëüøåé èëè ðàâíîé δ + 1.

6. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü ãðàô, íå ñî-
äåðæàùèé K3 â êà÷åñòâå ñâîåãî èíäóöèðîâàííîãî öèêëà. Ïîêàçàòü,
÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò
n2/4. [Thm. Mantel]

7. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû G èH èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èçîìîðôíû èõ äîïîëíåíèÿ Ḡ è H̄.
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8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ íåïîìå÷åííûõ òóðíèðîâ, ïîñòðîåí-
íûõ íà äâóõ, òðåõ è ÷åòûðåõ âåðøèíàõ? Ïîñòðîéòå âñå ýòè òóðíèðû.

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ 4-ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ íåïîìå÷åí-
íûõ ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ íà ñåìè âåðøèíàõ?

10. Îïèñàòü âñå ãðàôû íà n âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðûõ ëþáàÿ n-ïåðåñòàíîâêà
ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

11. Íàéòè ãðàô, íå èçîìîðôíûé öèêëó C4, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êî-
òîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Aut(C4) àâòîìîðôèçìà ãðàôà C4.

12. Äîêàçàòü, ÷òî ñàìîäîïîëíåííûé ãðàô G, ïîñòðîåííûé íà n âåðøè-
íàõ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n èëè n− 1 äåëèòñÿ íà
4.
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