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Ìîíîìîðôèçìû

I Â êàòåãîðèè Set ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èíúåêòèâåí è ñþðúåêòèâåí.

I Âåðíî ëè ýòî â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè?

I ×òîáû äàííûé âîïðîñ èìåë ñìûñë, íàì ïîíàäîáèòñÿ

îáîùåíèå ïîíÿòèÿ èíúåêòèâíûõ è ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé.

I Ìîðôèçì f : X → Y íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, åñëè

äëÿ ëþáûõ ñòðåëîê g , h : Z → X ðàâåíñòâî f ◦ g = f ◦ h
âëå÷åò g = h.

Z
h
//

g // X
f // Y =⇒ g = h

I Ìîíîìîðôèçìû â Set � ýòî â òî÷íîñòè èíúåêòèâíûå

ôóíêöèè.
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Ìîíîìîðôèçìû â àëãåáðàè÷åñêèõ êàòåãîðèÿõ

Proposition

Â ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé êàòåãîðèè (Grp, Ab, Ring, . . . )
ìîíîìîðôèçìû � ýòî â òî÷íîñòè èíúåêòèâíûå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì äëÿ Grp, äëÿ îñòàëüíûõ ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü f : A→ B � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è

g , h : C → A � òàêèå, ÷òî f ◦ g = f ◦ h. Òàê êàê f �

ìîíîìîðôèçì ìíîæåñòâ, òî g è h ðàâíû êàê ôóíêöèè íàä

ìíîæåñòâàìè. Íî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îíè ðàâíû êàê

ãîìîìîðôèçìû ãðóïï.

Íàîáîðîò, åñëè f � ìîíîìîðôèçì, òî ïóñòü a1, a2 ∈ A òàêèå,

÷òî f (a1) = f (a2). Òîãäà ðàññìîòðè ïàðó ãîìîìîðôèçìîâ

g1, g2 : Z→ A òàêèõ, ÷òî gi (1) = ai . Òàê êàê f ◦ g1 = f ◦ g2, òî
g1 = g2. Ñëåäîâàòåëüíî a1 = g1(1) = g2(1) = a2.
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Ýïèìîðôèçìû

I Ìîðôèçì f : X → Y íàçûâàåòñÿ åïèìîðôèçìîì, åñëè

X
f // Y

h
//

g // Z =⇒ g = h

I Ýïèìîðôèçìû â Set � ýòî â òî÷íîñòè ñþðúåêòèâíûå

ôóíêöèè.

I Ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèÿõ ìîíîèäîâ è êîëåö íå

îáÿçàòåëüíî ñþðúåêòèâíû.

I Ïðèìåðû: N ↪→ Z, Z ↪→ Q.
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Ýïèìîðôèçìû â Set

Proposition

Ýïèìîðôèçìû â Set � ýòî â òî÷íîñòè ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f : A→ B � ñþðúåêöèÿ, è g , h : B → C � òàêèå, ÷òî

g ◦ f = h ◦ f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî b ∈ B ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé,

÷òî f (a) = b. Ñëåäîâàòåëüíî g(b) = g(f (a)) = h(f (a)) = h(b).
Íàîáîðîò, åñëè f : A→ B � ýïèìîðôèçì, òî ïóñòü

g , h : B → {0, 1} � òàêèå, ÷òî g âñåãäà ðàâíî 1, à h(b) ðàâíî 1 â
òî÷íîñòè êîãäà ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî f (a) = b. Òîãäà
g ◦ f = h ◦ f . Ñëåäîâàòåëüíî g = h. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî

b ∈ B âåðíî, ÷òî h(b) = g(b) = 1, òî åñòü ñóùåñòâóåò a ∈ A
òàêîé, ÷òî f (a) = b, òî åñòü f � ñþðúåêöèÿ.
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Ðàñùåïëåííûå ìîíî- è ýïèìîðôèçìû

I Ìîðôèçì f : A→ B íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåííûì

ìîíîìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò g : B → A òàêîé, ÷òî

g ◦ f = idA.

I Ìîðôèçì g : B → A íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåííûì

ýïèìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò f : A→ B òàêîé, ÷òî

g ◦ f = idA.

I Ëþáîé ðàñùåïëåííûé ìîíîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ

ìîíîìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ◦ h1 = f ◦ h2, òî
h1 = g ◦ f ◦ h1 = g ◦ f ◦ h2 = h2.

I Ëþáîé ðàñùåïëåííûé ýïèìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ

ýïèìîðôèçìîì. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Ñáàëàíñèðîâàííûå êàòåãîðèè

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè ëþáîé

ìîíîìîðôíûé è ýïèìîðôíûé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì.

I Ïðèìåðû ñáàëàíñèðîâàííûõ êàòåãîðèé: Set, Grp, Ab.

I Ïðèìåðû íåñáàëàíñèðîâàííûõ êàòåãîðèé: êàòåãîðèè

ìîíîèäîâ è êîëåö.

I Ëþáîé ýïèìîðôíûé ðàñùåïëåííûé ìîíîìîðôèçì

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f : A→ B è

g : B → A òàêèå, ÷òî g ◦ f = idA, òî f ◦ g ◦ f = idB ◦ f .
Ñëåäîâàòåëüíî f ◦ g = idB .

I Ëþáîé ìîíîìîðôíûé ðàñùåïëåííûé ýïèìîðôèçì

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî

ïðåäûäóùåìó.
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Òåðìèíàëüíûå îáúåêòû

I Â êàòåãîðèÿõ Set è Hask ñóùåñòâóåò ìíîãî ïîõîæèõ

îáúåêòîâ: Z è Integer , {∗} è (), A× B è (a, b).

I Ñóùåñòâóåò ëè îáîáùåíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé â

ïðîèçâîëüíûõ êàòãåîðèÿõ?

I Îáúåêò A íåêîòîðîé êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ

òåðìèíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà B ñóùåñòâóåò

óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà B → A.

I Äðóãèìè ñëîâàìè, A ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî B ìíîæåñòâî HomC(B,A) îäíîýëåìåíòíî.
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Ïðèìåðû òåðìèíàëüíûõ îáúåêòîâ

I Â Set ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî îäíîýëåìåíòíî.

I Â Grp ãðóïïà òåðìèíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

îäíîýëåìåíòíà.

I Â Hask åñòü ñëåäóþùèå òåðìèíàëüíûå îáúåêòû: (),
data Unit = Unit.

I Óòâåðæäåíèå ñòðî÷êîé âûøå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì :(

I Â ãðóïïîèäå ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò òîëüêî åñëè

îí òðèâèàëåí.
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Óíèêàëüíîñòü òåðìèíàëüíûõ îáúåêòîâ

Proposition

Ëþáûå äâà òåðìèíàëüíûõ îáúåêòà èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè A è B � òåðìèíàëüíûå îáúåêòû, òî ñóùåñòâóåò ïàðà

ñòðåëîê f : A→ B è g : B → A. Ïðè ýòîì ïî óíèêàëüíîñòè

âåðíî, ÷òî g ◦ f = idA è f ◦ g = idB .

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò îáû÷íî îáîçíà÷àþò 1. Óíèêàëüíûé
ìîðôèçì èç X â 1 îáû÷íî îáîçíà÷àþò !X : X → 1.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

I Ìíîæåñòâî B âìåñòå ñ ïàðîé ôóíêöèé πi : B → Ai

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1 è A2,

åñëè äëÿ ëþáûõ ai ∈ Ai ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé b ∈ B
òàêîé, ÷òî πi (b) = ai .

I Îáúåêò B âìåñòå ñ ïàðîé îòîáðàæåíèé πi : B → Ai

íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì A1 è A2, åñëè äëÿ

ëþáûõ fi : C → Ai ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà

h : C → B òàêàÿ, ÷òî πi ◦ h = fi .

C
f1

~~
h
��

f2

  
A1 Bπ1

oo
π2

// A2
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Óíèêàëüíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ

Proposition

Åñëè (B , πBi ) è (C , πCi ) � ïðîèçâåäåíèÿ îáúåêòîâ A1 è A2, òî B
è C èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò ñòðåëêè

g : B → C è h : C → B êàê íà äèàãðàììå íèæå. Ïî

óíèêàëüíîñòè h ◦ g = idB è, àíàëîãè÷íî, g ◦ h = idC .

B
πB
1

~~
g

��

πB
2

  
A1 C

πC
1

oo

h
��

πC
2

// A2

B
πB
1

``

πB
2

>>
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Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

I Åñëè {Ai}i∈I � êîëåêöèÿ îáúåêòîâ íåêîòîðîé êàòåãîðèè, òî

îáúåêò B âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè πi : B → Ai íàçûâàåòñÿ

äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ Ai , åñëè äëÿ ëþáîé

êîëëåêöèè ìîðôèçìîâ {fi : C → Ai}i∈I ñóùåñòâóåò
óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà h : C → B òàêàÿ, ÷òî πi ◦ h = fi .

I Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ {Ai}i∈I óíèêàëüíî ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

I Îíî îáîçíà÷àåòñÿ
∏
i∈I

Ai . Åñëè I = {1, . . . n}, òî îíî

îáîçíà÷àåòñÿ A1 × . . .× An. Óíèêàëüíûé ìîðôèçì

C → A1 × . . .× An îáîçíà÷àåòñÿ 〈f1, . . . fn〉.
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Äåêàðòîâû êàòåãîðèÿ

Êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò è

áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé.

Proposition

Êàòåãîðèÿ äåêàðòîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé

ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåðìèíàëüíûé îáúåêò � ïðîèçâåäåíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà

îáúåêòîâ, áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ � ïðîèçâåäåíèå äâóõ

îáúåêòîâ. È íàîáîðîò, ïðîèçâåäåíèå Ai ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü

êàê

A1 × (A2 × . . . (An−1 × An) . . .)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè.
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Óðàâíèòåëè â Set

I ×àñòî íîâûå ìíîæåñòâà êîíñòðóèðóþòñÿ èç óæå

ñóùåñòâóþùèõ êàê ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ.

I Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë R≥0 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì R òàêèõ x , ÷òî |x | = x .

I Äðóãîé ïðèìåð: ìíîæåñòâî êîðíåé ïîëèíîìà p ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì R òàêèõ x , ÷òî p(x) = 0.

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè f , g : A→ B � ïàðà ôóíêöèé, òî

óðàâíèòåëü ýòèõ ôóíêöèé � ýòî ïîäìíîæåñòâî A òàêèõ x ,
÷òî f (x) = g(x).
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Óðàâíèòåëè â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè

Óðàâíèòåëü ïàðû ìîðôèçìîâ f , g : A→ B � ýòî ìîíîìîðôèçì

e : E → A òàêîé, ÷òî f ◦ e = g ◦ e è äëÿ ëþáîãî h : F → A
òàêîãî, ÷òî f ◦ h = g ◦ h, ñóùåñòâóåò ñòðåëêà k : F → E òàêàÿ,

÷òî e ◦ k = h.
F

∃k
��

h

��
E �
�

e
// A

g
//

f // B

Ìîíîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ

óðàâíèòåëåì íåêîòîðîé ïàðû ñòðåëîê.
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Äðóãîå îïðåäåëåíèå óðàâíèòåëåé

Óðàâíèòåëü ïàðû ìîðôèçìîâ f , g : A→ B � ýòî ìîðôèçì

e : E → A òàêîé, ÷òî f ◦ e = g ◦ e è äëÿ ëþáîãî h : F → A
òàêîãî, ÷òî f ◦ h = g ◦ h, ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà

k : F → E òàêàÿ, ÷òî e ◦ k = h.

F

∃!k
��

h

��
E e

// A
g
//

f // B

Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
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Óðàâíèòåëè â êàòåãîðèè Ab

I Â êàòåãîðèè Ab àáåëåâûõ ãðóïï óðàâíèòåëè òåñíî ñâÿçàíû

ñ ïîíÿòèåì ÿäðà ìîðôèçìà.

I Åñëè f : A→ B � ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï, òî ÿäðî f �

ýòî óðàâíèòåëü ïàðû ñòðåëîê f , 0 : A→ B .

I È íàîáîðîò, åñëè f , g : A→ B � ïàðà ìîðôèçìîâ, òî èõ

óðàâíèòåëü � ýòî ÿäðî ìîðôèçìà f − g : A→ B .

I Òàêèì îáðàçîì, â êàòåãîðèè Ab ñóùåñòâóþò âñå

óðàâíèòåëè.


	  
	
	

