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1. Äàòü êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ñî-
îòíîøåíèé äëÿ ÷èñåë P (n, k):

P (n, k) = P (n− 1, k) + k P (n− 1, k − 1), n ≥ 1, k = 1, . . . , n;

P (n, 0) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ; P (n, k) = 0, k > n.

2. Ðàññìîòðèì âñå ïÿòèçíà÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â êîòîðûõ íà
òðåòüåé ïîçèöèè ñòîèò äåâÿòêà. Ñêîëüêî òàêèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà
òðè? À åñëè â ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñëàõ ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà äå-
âÿòêà, è ïîçèöèè, íà êîòîðûõ îíà ïðèñóòñòâóåò, íàì íå âàæíû?

3. Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà k ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ai ≥ si, i = 1, . . . , n; s1 + s2 + . . .+ sn =: s ≤ k.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ðàçìåñòèòü r íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
1, 2, . . . , r è n − r íóëåé, r < n, â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû
ïðè äâèæåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë âñåãäà áûëà áû âîçðàñòàþùåé, è òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà i, i+ 1, íå øëè áû äðóã
çà äðóãîì (âêëþ÷àÿ ïàðó (r, 1)). Íàïðèìåð, ïðè n ≥ 2 è r = 1 ìû
ìîæåì íà ëþáóþ èç n ïîçèöèé ïîñòàâèòü åäèíèöó, à îñòàâøèåñÿ
ïîçèöèè çàïîëíèòü íóëÿìè. Òàê êàê âñå òàêèå ðàçìåùåíèÿ ïåðå-
õîäÿò â ñåáÿ ïðè âðàùåíèÿõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî âñåãî èìååòñÿ
ðîâíî îäíî ïîäîáíîå ðàçìåùåíèå ïðè ëþáîì n ≥ 2. Â ñëó÷àå r = 2,
n = 4 ó íàñ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî
ñäâèãà óñòðàèâàþùåå íàñ ðàçìåùåíèå (1, 0, 2, 0), à â ñëó÷àå r = 2 è
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n = 5 òàêèõ ðàçìåùåíèé â òî÷íîñòè äâà � (1, 0, 2, 0, 0) è (1, 0, 0, 2, 0).
Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî îïèñàííûõ ðàçìåùåíèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ n è r.

5. Âîñåìü ñòóäåíòîâ âûáèðàþò ñåáå ñïåöêóðñû íà ñåìåñòð èç ñïèñêà,
ñîñòîÿùåãî èç ÷åòûðåõ ñïåöêóðñîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñòóäåíòû
ìîãóò çàïèñàòüñÿ íà ýòè ñïåöêóðñû òàê, ÷òîáû êàæäûé ñòóäåíò
çàïèñàëñÿ õîòÿ áû íà îäèí ñïåöêóðñ è ÷òîáû íà ëþáîé ñïåöêóðñ
çàïèñàëñÿ õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò.

6. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

kn =
n∑

i=0

(
k

i

)
· Ŝ(n, i).

äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+.

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç 60 ðàçëè÷íûõ ãðèáîâ ñäåëàòü ÷å-
òûðå íåðàçëè÷èìûå ñâÿçêè ïî ïÿòíàäöàòü ãðèáîâ â êàæäîé?

8. Ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà
S(n, 1), S(n, n), S(n, 2) è S(n, n− 1).

9. Íàéòè ñóììó ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè
âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ öèôð à) 1, 2, 3, 4; á) 1, 2, 2, 5.

10. Äîêàçàòü êîìáèíàòîðíî ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà
S(n, 3):

S(n, 3) =
3n − 3(2n − 2)− 3

6
.

11. Äàòü êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà:

S(n, k) =
n∑

i=1

S(n− i, k − 1) ki−1, n ≥ k.

12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n > 2 ÷èñëà Áåëëà B(n) < n!.

13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n-ìíîæåñòâà áåç áëî-
êîâ åäèíè÷íîé äëèíû. Äîêàçàòü, ÷òî

B(n) = F (n) + F (n+ 1).

14. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ïðè
êîòîðîì íè â îäíîì áëîêå íå ñîäåðæèòñÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíî èäó-
ùèõ ÷èñåë, îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì Áåëëà B(n− 1).
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