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Ïðîáëåìà òðàäèöèîííûõ çàäà÷

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü
òî÷íî èçìåðÿòü

Çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè f â ëþáûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà D.
Çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè f .

Çíà÷åíèÿ ãåññèàíà öåëåâîé ôóíêöèè f .

×òî äåëàòü, åñëè ìîæíî ïîìåðèòü òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ?

×òî äåëàòü, åñëè ìîæíî ïîìåðèòü òîëüêî íåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ?
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Ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíò

Îïðåäåëåíèå

Ñòîõàñòè÷åñêèì ãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè f : D ⊂ Rn → R â òî÷êå

x ∈ D íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà g : Ω→ Rn òàêàÿ, ÷òî

Eg =

∫
Ω

g dp(g) = ∇f (x)
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Ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ïóñòü αk > 0, gk � ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíò f â òî÷êå xk ,
ñòîõàñòè÷åñêèì ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà

xk+1 = xk − αkgk (1)
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Îáùèé àíàëèç ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü f ñèëüíî âûïóêëà ñ êîíñòàíòîé m, αk = β
k+1 , β >

1
2m , gk �

ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíò f â òî÷êå xk , ||gk || ≤ M, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

E ||xk − x∗||2 ≤ max

{
β2M2

2βm − 1
, ||x0 − x∗||2

}
1

k + 1

Äîê-âî.

E{||xk+1 − x∗||2 | xk} = ||xk − x∗||2 − 2αkE{gk}T (xk − x∗) + α2
kE ||gk ||2

= ||xk − x∗||2 − 2
β

k + 1
∇f (xk)T (xk − x∗) +

E{||gk ||2}β2

(k + 1)2

≤
(

1− 2mβ

k + 1

)
||xk − x∗||2 +

M2β2

(k + 1)2

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ýòî íåðàâåíñòâî äàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñì. ëåêöèþ
î ãðàäèåíòíîì ñïóñêå). �
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Çàìå÷àíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà O(1/
√
k) îïòèìàëüíà: ïóñòü

f (x) = E (x − ω)2, ãäå ω � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â ñèëó

∇f (x) = ∇
∫

Ω

(x − ω)2dp(ω) =

∫
Ω

∇[(x − ω)2]dp(ω)

=

∫
Ω

2(x − ω)dp(ω) = 2(x − Eω)

ïîëó÷àåì, ÷òî Eω åñòü òî÷êà ìèíèìóìà f .
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Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Òåîðåìà

Ïóñòü f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

∆i =

(
δi1

∂f

∂x1
, . . . , δij

∂f

∂xj
, . . . , δin

∂f

∂xn

)T

,

gk ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∆i ñ âåðîÿòíîñòüþ pi , D = diag{p1, . . . , pn}, äëÿ
íåêîòîðûõ êîíñòàíò 0 < m < M âûïîëíÿåòñÿ

mI � D∇2f (·) � MI

òîãäà ïðè αk ≡ α, 0 < α ≤ 2
M+m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ñõîäèòñÿ â

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

E ||xk − x∗||2 ≤ (1− αm)k ||x0 − x∗||2
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Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Äîê-âî. Ïóñòü Di = diag{δ1i , . . . , δni}, òîãäà gk = Di∇f (xk) ñ âåðîÿòíîñòüþ

pi , Egk = D∇f (xk). Îáîçíà÷èâ Ak =
∫ 1

0
∇2f (x∗ + t(xk − x∗))dt ïîëó÷àåì

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − αgk = xk − x∗ − αDi∇f (xk) = (I − αDiAk)(xk − x∗)

Îòìåòèì, ÷òî 0 � I − αDiAk � I , à ïðè 0 � A � I âûïîëíÿåòñÿ ATA � A
(unchecked!!!), òàêèì îáðàçîì

E ||xk+1 − x∗||2 = E (xk − x∗)T (I − αDiAk)T (I − αDiAk)(xk − x∗)

= (xk − x∗)TE{(I − αDiAk)T (I − αDiAk)}(xk − x∗)

≤ (xk − x∗)TE{I − αDiAk}(xk − x∗)

= (xk − x∗)T (I − αDAk)(xk − x∗)

≤ (1− αm)||xk − x∗||2

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó âûáîðà α. �
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Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê âåðîÿòíîñòè ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî,
öåëåñîîáðàçíî ïîäáèðàòü èõ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî
îáóñëîâëåííîñòè M/m.

Çàìå÷àíèå 2. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîêîîðäèíàòíîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
ñîðàçìåðíà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îáû÷íîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, îäíàêî âî
ìíîãèõ çàäà÷àõ âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ òðåáóåò ãîðàçäî ìåíüøå âû÷èñëåíèé,
íàïðèìåð äëÿ ôóíêöèé âèäà

f (x) =
n∑

i=1

gi (xi )

âû÷èñëåíèå ãðàèåíòà âñåãäà èìååò ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ñëó÷àéíîãî ïîèñêà

Ïóñòü ∆k ∈ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ ÷òî

E∆k = 0n

E∆k∆T
k = I

Èç ôîðìóëû Òåéëîðà ïîëó÷àåì äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξk íà îòðåçêå
[x , x + β∆k ]

E{∆k f (x + β∆k)} = E∆k f (x) + βE{∆k∆T
k }∇f (x) +

β2

2
E{∆k∆T

k ∇2f (ξk)∆k}

Ïðè îãðàíè÷åííîñòè δk è ∇2f ïîëó÷àåì

E{∆k f (x + β∆k)} = β∇f (x) +O(β2)
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Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ñëó÷àéíîãî ïîèñêà

Ðàíäîìèçèðîâàííûì àëãîðèòìîì ñëó÷àéíîãî ïîèñêà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà,
ãåíåðèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê ïî ïðàâèëó

xk+1 = xk − αk f (xk + β∆k), (2)

ãäå αk , βk > 0 � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ∆k �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïèñàííûõ ðàíåå.
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü f � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ

êîíñòàíòîé 0 < m, ∇f (x) è ∇2f îãðàíè÷åíû, αk = α > 0, β > 1
2mα , βk = β

k+1 ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ (2), ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå

è ïðè ýòîì

E ||xk − x∗||2 = O(1/k)

Äîê-âî. Îáîçíà÷èì yk = ∆k f (xk + βk∆k). Èç ïîêàçàííîãî ðàíåå

E ||xk+1 − x∗||2 = ||xk − x∗||2 − 2αkEy
T
k (xk − x∗) + α2

kEy
T
k yk

≤ ||xk − x∗||2 − 2αkβk∇f (xk)T (xk − x∗)

− 2αk(xk − x∗)O(β2
k) + α2

kO(β2
k)

≤ (1− 2αkβk)||xk − x∗||2 + Cβ2
kαk

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîê-âà �
èíäóêöèÿ (ñì. ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà). �
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Çàìå÷àíèÿ

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ãðàäèåíòà
îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû òîëüêî íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òî, ÷òî ||xk − x∗|| îãðàíè÷åíî, ÷òî âîîáùå
ãîâîðÿ íå òàê.

Çàìå÷àíèå 2. Øàã ïðîåêöèè ìîæåò áûòü äîáàâëåí â ýòîò àëãîðèòì (ïî
àíàëîãèè ñ ïðîåêòèâíûì ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì) ñ ñîõðàíåíèåì ðåçóëüòàòà.
Ýòî òàêæå èçáàâëÿåò îò ïðîáëåìû ñ ||xk − x∗||.

Çàìå÷àíèå 3. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà αk òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñ ||xk − x∗||.
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Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà:

f (x) = EωF (x , ω) =

∫
Ω

F (x , ω) dp(ω)→ min

Íà ïðàêòèêå ñëîæíîñòü òàêèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èçìåðåíèÿ
F (x , ω) ïðè èçâåñòíîì x è íåèçâåñòíîì ñëó÷àéíîì ω.

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àéíûì ïîèñêîì, åñëè ∆ íåçàâèñèìî ñ ω, òî

E∆F (x + β∆, ω) = E∆∆f (x + β∆) = β∇f (x) +O(β2)

Â äîïîëíåíèè, åñëè èçìåðåíèþ äîñòóïíà âåëè÷èíà F (x + β∆, ω) + ξ, ãäå ξ �
ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ, òî ïðè óñëîâèè íåçèâèñèìîñòè ξ îò ∆ è
îãðàíè÷åííîñòè ξ â ñèëó E∆ = 0 òàêæå ïîëó÷àåì

E∆(F (x + β∆, ω) + ξ) = E∆∆f (x + β∆) + E∆∆ξ = β∇f (x) +O(β2)
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Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Ðàíäîìèçèðîâàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

yk = F (xk + β∆k , ω) + ξk

xk+1 = xk − αkyk (3)

Êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, ïðè âûáîðå βk = O(1/k) ìû ïîëó÷àåì
ñõîäèìîñòü ïîðÿäêà O(1/k) äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ îò òî÷êè
ìèíèìóìà.
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