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Ðåôëåêòèâíûå ïîäêàòåãîðèè

I Ïóñòü C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ D. Äîïóñòèì ìû õîòèì

äîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå C→ D � ýêâèâàëåíòíîñòü.

I Òîãäà íàì íóæíî íàéòè äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X èç D
îáúåêò èç C, èçîìîðôíûé X .

I Èíîãäà áûâàåò òàê, ÷òî ýòè êàòåãîðèè íå ýêâèâàëåíòíû, íî

ìû âñ¼ æå ìîæåì íàéòè íåêîòîðûé îáúåêò Y â C, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê X .

I Êîíêðåòíî, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ñòðåëêà f : X → Y ,

êîòîðàÿ ìîæåò íå áûòü èçîìîðôèçìîì, íî âñ¼ æå ÿâëÿåòñÿ

â êàêîì-òî ñìûñëå íàèëó÷øåé òàêîé ñòðåëêîé.
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Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ D. Ìû ãîâîðèì, ÷òî C �

ðåôëåêòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ D, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X
èç D ñóùåñòâóåò ñòðåëêà f : X → Y , ãäå Y ∈ C, òàêàÿ ÷òî

äëÿ ëþáîé ñòðåëêè f ′ : X → Y ′, ãäå Y ′ ∈ C, ñóùåñòâóåò
óíèêàëüíûé ìîðôèçì h : Y ′ → Y , òàêîé ÷òî ñëåäóþùàÿ

äèàãðàììà êîììóòèðóåò:

X
f ′ //

f   

Y ′

h
��
Y

I Åñëè âìåñòî ñòðåëêè X → Y ñóùåñòâóåò ñòðåëêà Y → X ñ

àíàëîãè÷íûì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì, òî êàòåãîðèÿ

íàçûâàåòñÿ êîðåôëåêòèâíîé.
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Ïðèìåðû

I Âñå ñòðåëêè â ñëåäóþùåé äèàðãàììå ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿì

ðåôëåêòèâíûõ ïîäêàòåãîðèé:

Ab //

��

Grp

��
CMon //Mon

I Íàïðèìåð, ÷òîáû ïî ãðóïïå G ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ

åé àáåëåâó ãðóïïó, íóæíî âçÿòü ôàêòîð ïî êîììóòàíòó

G/[G ,G ].
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Ìîíîèäû è ñëîâà

I Ïóñòü U : Mon→ Set � çàáûâàþùèé ôóíêòîð íà

êàòåãîðèè ìîíîèäîâ.

I Ïóñòü F : Set→Mon � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé

ìíîæåñòâó A ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå A.

F (A) = { [a1 . . . an] | ai ∈ A }

I Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : A→ U(B) óíèêàëüíûì îáðàçîì

äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ìîðôèçìà ìîíîèäîâ g : F (A)→ B .

I Ó ýòîãî ñîîòâåñòâèÿ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå, êàæäîìó

ìîðôèçìó ìîíîèäîâ g : F (A)→ B ñîïîñòàâëÿþùåå

ôóíêöèþ f : A→ U(B), f (a) = g([a]).

I Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

ϕ : HomSet(A,U(B)) ' HomMon(F (A),B).
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Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è áàçèñû

I Ïóñòü VecK � êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì

K .
I Ïóñòü U : VecK → Set � çàáûâàþùèé ôóíêòîð.
I Ïóñòü F : Set→ VecK � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé

ìíîæåñòâó A âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì A.

F (A) = { c1a1 + . . .+ cnan | ci ∈ K , ai ∈ A }

I Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : A→ U(B) óíèêàëüíûì îáðàçîì

äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

g : F (A)→ B .
I Ó ýòîãî ñîîòâåñòâèÿ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå, êàæäîìó

ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ g : F (A)→ B ñîïîñòàâëÿþùåå

ôóíêöèþ f : A→ U(B), f (a) = g(1a).
I Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

ϕ : HomSet(A,U(B)) ' HomVec(F (A),B).
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Êîëüöà è ïîëèíîìû

I Ïóñòü U : Ring→ Set � çàáûâàþùèé ôóíêòîð íà

êàòåãîðèè êîëåö.

I Ïóñòü F : Set→ Ring � ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé

ìíîæåñòâó X êîëüöî ïîëèíîìîâ ñ ïåðåìåííûìè â X .

I Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : A→ U(B) óíèêàëüíûì îáðàçîì

äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ìîðôèçìà êîëåö g : F (A)→ B .

I Ó ýòîãî ñîîòâåñòâèÿ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå, êàæäîìó

ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ g : F (A)→ B ñîïîñòàâëÿþùåå

ôóíêöèþ f : A→ U(B), f (a) = g(1a1).

I Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

ϕ : HomSet(A,U(B)) ' HomRing(F (A),B).
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Ñîïðÿæåíèå

De�nition
Ñîïðÿæåíèå ìåæäó êàòåãîðèÿìè C è D � ýòî òðîéêà (F ,U, ϕ),
ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêòîðîâ F : C→ D è U : D→ C è

åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà

ϕA,B : HomD(F (A),B) ' HomC(A,U(B)).

Â îïðåäåëåíèè ϕ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó

ôóíêòîðàìè HomD(F (−),−),HomC(−,U(−)) : Cop ×D→ Set.

Âî âñåõ ïðèìåðàõ, ïðèâåäåííûõ ðàíåå, èçîìîðôèçì ϕA,B áûë

åñòåñòâåíåí ïî A è B . Òàêèì îáðàçîì, ýòî áûëè ïðèìåðû

ñîïðÿæåíèé.
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Óíèêàëüíîñòü ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ

I Åñëè (F ,U, ϕ) � ñîïðÿæåíèå, òî ïèøóò F a U è ãîâîðÿò,

÷òî F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê U, à U � ïðàâûé

ñîïðÿæåííûé ê F .

I Åñëè F a U è F ′ a U, òî F è F ′ èçîìîðôíû.

I Äîêàçàòåëüñòâî: óïðàæíåíèå.

I Åñëè F a U è F a U ′, òî U è U ′ èçîìîðôíû.

I Äîêàçàòåëüñòâî: ïî äóàëüíîñòè.
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Ñîõðàíåíèå (êî)ïðåäåëîâ

Proposition

Ëåâûå ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû ñîõðàíÿþò êîïðåäåëû. Ïðàâûå

ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû ñîõðàíÿþò ïðåäåëû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì ê ïåðâîìó. Äîêàæåì

ïåðâîå. Ïóñòü F : C→ D � ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê G : D→ C.
Ïóñòü D : J → C � íåêîòîðàÿ äèàãðàììà â C. Ïóñòü
L = colim D � êîïðåäåë ýòîé äèàãðàììû.

Ïóñòü α : F ◦ D → X � íåêîòîðûé êîêîíóñ â D. Òîãäà
ñóùåñòâóåò óíèêàëüíàÿ ñòðåëêà èç L â G (X ). Ïî ñîïðÿæåííîñòè

îíà ñîîòâåòñòâóåò óíèêàëüíîé ñòðåëêè èç F (L) â X . Òàêèì
îáðàçîì, F (L) � êîïðåäåë F ◦ D.
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Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü (F ,G ) � ñîïðÿæåíèå.

I Òîãäà ϕA,F (A) : HomD(F (A),F (A)) ' HomC(A,GF (A)) è
ϕG(B),B : HomD(FG (B),B) ' HomC(G (B),G (B)).

I Ïóñòü ηA : A→ GF (A) � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ηA = ϕA,F (A)(idF (A)).

I Ñ äðóãîé ñòîðîíû

ϕG(B),B : HomD(FG (B),B) ' HomC(G (B),G (B)).

I Ïóñòü εB : FG (B)→ B � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê εB = ϕ−1G(B),B(idG(B)).

I ηA íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ, à εB � êîåäèíèöåé.
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Ïðèìåðû

I ηA(a) âîçâðàùàåò �îäíîýëåìåíòíîå ñëîâî íà áóêâå a�.
I Äëÿ êàòåãîðèè ìîíîèäîâ ηA(a) = [a].
I Äëÿ êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ηA(a) = 1a.
I Äëÿ êàòåãîðèè êîëåö ηA(a) = a � ïîëèíîì, ñîñòîÿùèé èç

îäíîé ïåðåìåííîé a.

I εB : FU(B)→ B �âû÷èñëÿåò� ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå â B .
I Äëÿ êàòåãîðèè ìîíîèäîâ εB([a1 . . . an]) = a1 ∗ . . . ∗ an.
I Äëÿ êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

εB(c1a1 + . . .+ cnan) = c1 ∗ a1 + . . .+ cn ∗ an.
I Äëÿ êàòåãîðèè êîëåö εB îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì êàê ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ ïîëèíîì íà äàííûõ

çíà÷åíèÿõ.
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Ñâîéñòâà åäèíèöû è êîåäèíèöû

Proposition

Åñëè (F ,G , ϕ) � ñîïðÿæåíèå, òî ñëåäóþùèå äèàãðàììû

êîììóòèðóþò:

G (B)
ηGB //

idGB $$

GFG (B)

GεB
��

G (B)

F (A)
FηA //

idFA $$

FGF (A)

εFA
��

F (A)
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî.

Óñëîâèÿ åñòåñòâåííîñòè ϕ è ϕ−1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

A
ϕ(f ◦F (h)) //

h
��

G (C )

G(g)
��

B
ϕ(g◦f )

//
ϕ(f )

88

G (D)

F (A)
ϕ−1(f ′◦h) //

F (h)
��

C

g

��
F (B)

ϕ−1(G(g)◦f ′)
//

ϕ−1(f ′)

88

D

Íèæíèé òðåóãîëüíèê â ïåðâîé äèàãðàììå äàåò ïåðâîå

íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî ïðè f = idFG(B) è g = εB . Âòîðîå
íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç âåðõíåãî òðåóãîëüíèêà âî

âòîðîé äèàãðàììå ïðè f ′ = idGF (A) è h = ηA.
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Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåíèÿ ÷åðåç åäèíèöó è êîåäèíèöó

Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñîïðÿæåíèÿ

÷åðåç åäèíèöó è êîåäèíèöó.

Proposition

×åòâåðêà

(F : C→ D,G : D→ C, ηA : A→ GF (A), ε : FG (B)→ B),
ñîñòîÿùàÿ èç ïàðû ôóíêòîðîâ è ïàðû åñòåñòâåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, ïðèâåäåííîìó â

ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè, îïðåäåëÿåò ñîïðÿæåíèå (F ,G , ϕ),
ãäå ϕ(f ) = G (f ) ◦ ηA äëÿ ëþáîãî f : F (A)→ B ,
ϕ−1(g) = εB ◦ F (g) äëÿ ëþáîãî g : A→ G (B). Åäèíèöåé è

êîåäèíèöåé ýòîãî ñîïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ η è ε ñîîòâåòñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ϕ
è ϕ−1. Äîêàæåì, ÷òî ϕ è ϕ−1 âçàèìîîáðàòíû:

ϕ−1(ϕ(f )) = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ è ϕ−1)

εB ◦ FG (f ) ◦ F (ηA) = (ïî åñòåñòâåííîñòè ε)

f ◦ εF (A) ◦ F (ηA) = (ïî ñâîéñòâó ε è η)

f .

ϕ(ϕ−1(g)) = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ è ϕ−1)

G (εB) ◦ GF (g) ◦ ηA = (ïî åñòåñòâåííîñòè η)

G (εB) ◦ ηG(B) ◦ g = (ïî ñâîéñòâó ε è η)

g .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ϕ åñòåñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà, ïðèâîäèâøèåñÿ â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

G (g) ◦ ϕ(f ) = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ)

G (g) ◦ G (f ) ◦ ηB = (òàê êàê G � ôóíêòîð)

G (g ◦ f ) ◦ ηB = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ)

ϕ(g ◦ f ).
ϕ(f ) ◦ h = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ)

G (f ) ◦ ηB ◦ h = (ïî åñòåñòâåííîñòè η)

G (f ) ◦ GF (h) ◦ ηA = (ïî îïðåäåëåíèþ ϕ)

ϕ(f ◦ F (h)).
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé

I Åñëè F : C→ D � ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé, òî F
îäíîâåðåìåííî è ëåâûé è ïðàâûé ñîïðÿæåííûé.

I Ëþáîé îáðàòíûé ê F áóäåò åãî ïðàâûì è ëåâûì

ñîïðÿæåííûì.



Ðåôêëåêòèâíûå ïîäêàòåãîðèè Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîñòè Åäèíèöà è êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ Ïðèìåðû

Ðåôëåêòèâíûå ïîäêàòåãîðèè

I Åñëè i : C→ D � ôóíêòîð âëîæåíèÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè,

òî i ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîïðÿæåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà C � ðåôëåêòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ.

I Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê i íàçûâàåòñÿ ðåôëåêòîðîì.

I Åñëè F a i , òî ηX : X → i(F (X )) äàåò íàì íåîáõîäèìóþ

àïïðîêñèìàöèþ ê X â C.

I Åñëè C � ðåôëåêòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, òî F : D→ C íà

îáúåêòàõ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì, à íà

ìîðôèçìàõ ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó.
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Îïðåäåëåíèå

I Äåêàðòîâà êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà B ôóíêòîð

−× B ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì.

I Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó � ýòî

ôóíêòîð (−)B , à êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ εC : CB × B → C
� ýòî ìîðôèçì âû÷èñëåíèÿ ev .

I Áèåêöèÿ, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñîïðÿæåííûõ

ôóíêòîðîâ, � ýòî â òî÷íîñòè áèåêöèÿ êàððèðîâàíèÿ.


	 
	 
	   
	

