
Ðàçáîð

Ðåøåíèÿ òåõ çàäà÷, êîòîðûå, êàê ìíå êàæåòñÿ, ÿ ïëîõî ðàçîáðàë íà ïàðå
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, âû÷èñëèòü ñóììó

sn =

n∑
k=0

(
2k

k

)
4−k.

Ïîäñêàçêà: äëÿ êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà (1 + z)−1/2?
Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (1 + z)−1/2. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n-ûé ÷ëåí ðàâåí

an =
−1
2 ·

−3
2 · . . . ·

1−2n
2

n!
= (−1)n (2n− 1)!!

2nn!
= (−1)n (2n)!

2nn!(2n)!!
= (−1

4
)n

(2n)!

n!n!
= (−4)n

(
2n

n

)
Çíà÷èò, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

(
2n
n

)
4−n ýòî (1 − z)−1/2. Çíà÷èò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ sn áóäåò

ÿâëÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèå (1 − z)−1/2 è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ êîíñòàíòîé 1, òî åñòü (1 − z)−1, òî åñòü
(1− z)−3/2.

Îòâåò:

sn = (−1)n
(
−3/2
n

)
=

3
2 · . . . ·

2n+1
2

n!
=

(2n+ 1)!!

(2n)!!
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, âû÷èñëèòü ñóììó

sn(r) =

n∑
k=0

(−1)k−1k
(
n

k

)
rn−k.

Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ f(z) äëÿ sn(r). Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ sn(r), îíà áóäåò
ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ −(−1)kk è rk. Ïîñ÷èòàåì èõ:

∑
−k(−z)

k

k!
= z

∑ (−z)k−1

(k − 1)!
= ze−z

∑ (rz)k

k!
= erz

Çíà÷èò, èòîãîâàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ze(r−1)z =
∑ (r−1)nzn+1

n! =
∑ (r−1)n−1nzn

n!
Îòâåò:

an = n(r − 1)n−1
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Ôóíêöèåé Ýéëåðà φ(z) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä âèäà

φ(z) =
φ1
1z

+
φ2
2z

+ . . .+
φn
nz

+ . . . ,

êîýôôèöèåíòû φn êîòîðîé ïîäñ÷èòûâàþò êîëè÷åñòâî ÷èñåë 0 < d < n, ìåíüøèõ n è âçàèìíî-ïðîñòûõ ñ íèì.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

n =
∑
d\n

φd.

Äîêàçàòåëüñòâî Ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé n, ìû äîêàæåì ïî-
äðóãîìó. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà îò 1 äî n ðàññìîòðèì åãî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñ n. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ÍÎÄ ðàâåí dú. Ìû çíàåì, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë, ïîäåëåííîå íà d, âçàèìíî ïðîñòî
ñ n/d è íå áîëüøå n/d, è íàîáîðîò, åñëè ìû âîçüìåì ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ n/d, è óìíîæèì åãî íà d, ìû
ïîëó÷èì ÷èñëî, ó êîòîðîãî ÍÎÄ ñ n ðàâåí d. Çíà÷èò, òàêèõ ÷èñåë ðîâíî φd. Ñãðóïïèðîâàâ èõ ïî d\n, ïîëó÷èì
äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó (ñ çàìåíîé d íà n/d).
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Ðàññìîòðèì ÷èñëî Nn(k) öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû k íàä àëôàâèòîì èç n > 1 áóêâ. Åñëè
áû âñå áóêâû â ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè áû ðàçëè÷íû, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ýòèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé áûëî áû â k ðàç ìåíüøå êîëè÷åñòâà nk âñåõ ñòðîê äëèíû k íàä n-ýëåìåíòíûì àëôàâèòîì. Îäíàêî
â äàííîé çàäà÷å ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü Mn(d) åñòü êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû d íàä àëôàâèòîì èç n > 1 áóêâ,
ïåðåõîäÿùèõ â ñåáÿ ëèøü ïðè âðàùåíèÿõ íà óãëû, êðàòíûå 2π. Ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ∑

d\k

Mn(d) = Nn(k) è
∑
d\k

dMn(d) = nk.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì âñå öèêëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû k. Ó êàæäîé òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè åñòü ìèíèìàëüíûé ïåðèîä d, äåëÿùèé k (åñëè ðàññìîòðåòü ïåðèîä ìèíèìàëüíîé äëèíû, âñå
îñòàëüíûå îáÿçàíû íà íåãî äåëèòüñÿ, èíà÷å îñòàòîê îò äåëåíèÿ � òîæå ïåðèîä). Òåïåðü ïîéìåì, ÷òî åñëè
ìû ðàññìîòðèì (ëþáóþ ïîäðÿä èäóùóþ) ïîäñòðîêó äëèíû d, òî îíà íå áóäåò ïåðåõîäèòü â ñåáÿ ïðè ëþáûõ
ïîâîðîòàõ ìåíüøå, ÷åì íà 2π (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè ïîâîðîòàõ ìåíüøå, ÷åì íà äëèíó ýòîé ñòðîêè), èíà÷å
èçíà÷àëüíî ìîæíî áûëî áû âçÿòü ïåðèîä ìåíüøå. Òî åñòü òàêèõ ñòðîê ðîâíî Mn(d), è èç ëþáîé òàêîé ñòðîêè
ïóòåì ïîâòîðåíèÿ k/d ðàç ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäíóþ öèêëè÷åñêóþ. Òàêè îáðàçîì ìû äîêàçàëè ïåðâîå èç ðà-
âåíñòâ. Òåïåðü ðàññìîòðèì êàêóþ-òî öèêëè÷åñêóþ ñòðîêó äëèíû k ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì k. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìû ìîæåì åå çàïèñàòü â ñòðîêó, à íå ïî êðóãó? Äëÿ ýòîãî ìû ìîæåì âûáðàòü êàêîé-òî ñèìâîë è
çàïèñàòü ñòðîêó, íà÷èíàÿ ñ íåãî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ó ñòðîêè ïåðèîä d, òî åñëè ìû ñäâèíåì íà÷àëî ñòðîêè íà
÷òî-òî, êðàòíîå d, òî ðåçóëüòàòèâíàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ñòðîêà íå èçìåíèòñÿ. Ïðè ýòîì åñëè åñòü äâà ñîâïàäàþ-
ùèõ ñïîñîáà ñ íà÷àëàìè â i-îé è j-îé áóêâå, è îíè ñîâïàäàþò, òî j − i äîëæíî äåëèòüñÿ íà ïåðèîä. Çíà÷èò,
äëÿ êàæäîé öèêëè÷åñêîé ñòðîêè èç Nn(k) ñ ïåðèîäîì d (êîèõ ðîâíî Mn(d)) åñòü ðîâíî d ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
çàïèñàòü åå êàê íåöèêëè÷åñêóþ. Âñåãî æå íåöèêëè÷åñêèõ ñòðîê äëèíû k ó íàñ nk. Çíà÷èò, ìû äîêàçàëè âòîðîå
ðàâåíñòâî.
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Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ðàâåíñòâà, ôîðìóëû (1) îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà, à òàêæå
ñîîòíîøåíèå (2), ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñåë Mn(k) è Nn(k):

Mn(k) =
1

k

∑
d\k

µd n
k/d, Nn(k) =

1

k

∑
d\k

φd n
k/d.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà:

bn =
∑
d\n

ad =⇒ an =
∑
d\n

µd bn/d. (1)

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà (ìîæåòå äîêàçàòü åå íà äîïîëíèòåëüíûé áàëë):

φn =
∑
d\n

µd
n

d
= n

∑
d\n

µd
d
. (2)

Ðåøåíèå Ïðèìåíèì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ êî âòîðîìó ðàâåíñòâó ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ:

Mn(k) =
1

k

∑
d\k

µd n
k/d

Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ôîðìóëó äëÿ Nn(k):

Nn(k) =
∑
m\k

1

m

∑
d\m

µd n
m/d =

∑
m\k

1

m

∑
d\m

µm/d n
d.

Ïîìåíÿåì òåïåðü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:

Nn(k) =
∑
d\k

nd
∑

m\k, m=q·d

1

m
µm/d =

∑
d\k

nd
∑

q\(k/d)

1

qd
µq =

=
1

k

∑
d\k

nd
k

d

∑
q\(k/d)

µq
q

=
1

k

∑
d\k

nd φk/d =
1

k

∑
d\k

φd n
k/d.

5



Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ëþêà Un(p, q) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàþùàÿñÿ ðåêóððåíòíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: U0(p, q) = 0, U1(p, q) = 1, Un+2(p, q) = pUn+1(p, q)−q Un(p, q). Íàéòè, ÷åìó ðàâíî Un+1Un−1−U2

n.
Ðåøåíèå Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî Un+1Un−1 − U2

n = −qn−1. Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà.

U0 = 1, U1 = 1, U2 = pU1 − qU0 = p, U3 = pU2 − qU1 = p2 − q

U2U0 − U2
1 = p · 0− 1 = −q0.U3U1 − U2

2 = p2 − q − p2 = −q1

.
Ïåðåõîä.

Un+2Un − U2
n+1 = (pUn+1 − qUn)Un − (pUn − qUn−1)Un+1 = pUn+1Un − pUn+1Un + q(Un+1Un−1 − U2

n) = −qn

.
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Íàéòè ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé sin(αn), cos(αn).

Ðåøåíèå Âñïîìíèì, ÷òî sin(x) = eix−e−ix
2i . Òîãäà

∑
zn sin(αn) =

∑ eiαnzn − e−iαnzn

2i
=

∑
(eiαz)n −

∑
e−iαz)n

2i
=

1
1−eiαz −

1
1−e−iαz

2i
=

=
z(eiα − e−iα)

2i

1

1− eiαz − e−iαz + z2
=

z sin(α)

1− 2 cos(α)z + z2

Ïðîäåìîíñòðèðóåì äðóãîé ñïîñîá íà ïðèìåðå êîñèíóñà, äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ cos(x) = Re(eix)

∑
zn cos(αn) =

∑
Re(eiαnzn) = Re(

∑
eiαnzn) = Re

(
1

1− eiαz

)
= Re

(
1

1− z cos(α)− i sin(α)

)
=

= Re

(
1− z cos(α) + i sin(α)

(1− z cos(α))2 + sin2(α)

)
=

1− z cos(α)
1− 2 cos(α)z + z2
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Ñîñòàâèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà an ñïîñîáîâ çàìîñòèòü äîñêó ðàçìåðîì 3 × n êî-
ñòÿøêàìè äîìèíî. Ðåøèòü ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Ïðîñòî õî÷ó ïîäåëèòüñÿ ïðåêðàñíåéøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå Ãðýõåì
Ð., Êíóò Ä., Ïàòàøíèê Î. "Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Îñíîâàíèå èíôîðìàòèêè"íà ñòðàíèöå 352, êîòîðóþ
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, çäåñü http://edu.alnam.ru/book_c_math.php?id=51
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Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîò-
íîøåíèÿ:

(n+ 1)an+1 = 4nan + 2an, a0 = 1;

an = nan−1 + n(n− 1)an−2, a0 = a1 = 1.

Ðåøåíèå Ðåøåíèå âòîðîãî ïóíêòà:∑
n=2

an ·
zn

n!
= z

∑
n=2

an−1
zn−1

(n− 1)!
+ z2

∑
n=2

an−2
zn−2

(n− 2)!
.

A(z)− z − 1 = z(A(z)− 1) + z2

A(z)(1− z − z2) = 1

A(z) =
1

1− z − z2

A(z) =
∑

znFn+1 =
∑ zn

n!
(Fn+1n!)

an = Fn+1n!

ãäå Fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.
Ñ ïåðâûì ïóíêòîì ÿ îøèáñÿ, è åãî ðåøåíèå ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè ñëèøêîì ñëîæíî (åñëè â
ïîëó÷åííîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè zA′′(z)+(1−4z)A′(z)−2A(z) = 0 ñäåëàòü çàìåíó A(z) = e2zB, z =
t/(2i), òî ïîëó÷èòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ðàçëîæåíèå â
ðÿä Òåéëîðà, íî ýòî íå ïîâîä ðåøàòü çàäà÷ó òàêèì ñïîñîáîì). Åñëè âû ðåøèëè çàäà÷ó ëþáûì äðóãèì

ñïîñîáîì, ÿ åãî çà÷òó, è ïðèâåäó çäåñü ðåøåíèå ÷åðåç ïðîñòî ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè:

(n+ 1)an+1z
n = 4nanz

n + 2anz
n∑

an+1(z
n+1)′ = 4z

∑
an(z

n)′ + 2
∑

anz
n

A′ = 4zA′ + 2A

A′

A
=

2

1− 4z

(ln(A))′ =
2

−4
(ln(1− 4z))′

ln(A) =
−1
2

ln(1− 4z) + const

A = (1− 4z)−1/2 · const, A(0) = 1

A = (1− 4z)−1/2

À îòñþäà ìû çíàåì, ÷òî an =
(
2n
n

)
(÷òî, âïðî÷åì, î÷åâèäíî èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ an+1 = 2 2n+1

n+1 an =

. . . = 2n+1 (2n+1)!!
(n+1)! a0 = (2n+2)!

(n+1)!(n+1)!

9


