
7. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ (îêîí÷àíèå)

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Ïóñòü t ∈ N0, n1, . . . , nt ∈ N è ÷èñëà n1, . . . , nt ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî n1 · . . . · nt; òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Z/n â Z/n1 × . . .×Z/nt ïî

ïðàâèëó a 7→ (a mod n1, . . . , a mod nt) äëÿ ëþáûõ a ∈ Z/n, � èçîìîðôèçì êîëåö.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå � ãîìîìîðôèçì êîëåö.

• ×èñëà n1, . . . , nt ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû ⇒ ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå � èíúåêöèÿ.

• Èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ôàêòîâ, ïðèíöèïà Äèðèõëå è òîãî, ÷òî |Z/n| = |Z/n1× . . .×Z/nt| < ∞, ñëåäó-

åò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå � èçîìîðôèçì êîëåö.

Çàìå÷àíèÿ.

• Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà j ∈ {1, . . . , t} çàôèêñèðóåì ñîîòíîøåíèå Áåçó äëÿ ÷èñåë n
nj

è nj : uj
n
nj

+ vjnj = 1,
ãäå uj , vj ∈ Z. Ïóñòü a1 ∈ Z/n1, . . . , at ∈ Z/nt; îáîçíà÷èì ÷åðåç a ÷èñëî (u1

n
n1

a1 + . . .+ut
n
nt

at) mod n; òîãäà
∀ j ∈ {1, . . . , t} (a mod nj = aj). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Z/n1× . . .×Z/nt â Z/n
ïî ïðàâèëó (a1, . . . , at) 7→ (u1

n
n1

a1 + . . . + ut
n
nt

at) mod n äëÿ ëþáûõ (a1, . . . , at) ∈ Z/n1 × . . .× Z/nt, � èçî-

ìîðôèçì êîëåö, îáðàòíûé ê èçîìîðôèçìó, ðàññìàòðèâàåìîìó â êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ.

• Ïóñòü p, q ∈ P, p 6= q è ÷èñëà p è q èìåþò ïîðÿäêà N çíàêîâ â äâîè÷íîé çàïèñè (íàïðèìåð, N = 1024
èëè N = 2048); îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî pq. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äàåò ÿâíûé è ýôôåêòèâíûé

èçîìîðôèçì ìåæäó êîëüöàìè Z/n è Z/p× Z/q; ïðè ýòîì ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â êîëüöå Z/p× Z/q (â

ýòîì êîëüöå ìû èìååì äåëî ñ ïàðàìè ÷èñåë äëèíû ïîðÿäêà N) ìîæíî áûñòðåå, ÷åì â êîëüöå Z/n (â ýòîì

êîëüöå ìû èìååì äåëî ñ ÷èñëàìè äëèíû ïîðÿäêà 2N).

8. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà φ åñòü îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç N â N ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: n 7→
7→ |{a ∈ {0, . . . , n− 1} | gcd(a, n) = 1}| äëÿ ëþáûõ n ∈ N.

Ïðèìåðû: φ(1) = 1; äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíåíî φ(p) = p− 1.

Ëåììà îá îáðàòèìûõ îñòàòêàõ.

Ïóñòü n ∈ N è a ∈ Z/n; òîãäà a ∈ (Z/n)× ⇔ gcd(a, n) = 1 ⇔ 〈a〉 = (Z/n)+.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• a ∈ (Z/n)× ⇒ ∃u, v ∈ Z (ua + vn = 1) ⇒ gcd(a, n) = 1.
• gcd(a, n) = 1 ⇒ ord(a) = n

gcd(a,n) = n (â ãðóïïå (Z/n)+) ⇒ 〈a〉 = (Z/n)+.

• 〈a〉 = (Z/n)+ ⇒ 1 ∈ 〈a〉 ⇒ ∃u, v ∈ Z (ua + vn = 1) ⇒ a ∈ (Z/n)×.

Çàìå÷àíèÿ.

• Ïóñòü n ∈ N; òîãäà |(Z/n)×| = φ(n) = |{d ∈ Cn | Cn = 〈d〉}|.
• Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z/n è gcd(a, n) = 1; òîãäà (a−1 â ãðóïïå (Z/n)×) = (êîýôôèöèåíò ïåðåä a â ñîîòíî-

øåíèè Áåçó äëÿ ÷èñåë a è n). Â âîïðîñå 7 êóðñà áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Áåçó ìîæíî íàõîäèòü

ýôôåêòèâíî, èñïîëüçóÿ ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà.

• Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, â êîòîðîì èìååòñÿ àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (ïðèìåðû: êîëü-

öà Z, Z[i] è Z[1+
√

3i
2 ]; êîëüöà K[x], ãäå K � ïîëå), è r, s ∈ R; òîãäà s+ rR ∈ (R/rR)× ⇔ gcd(r, s) ∈ R×. Äî-

êàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè �⇒� àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ êîëüöà Z; äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè �⇐�:

gcd(r, s) ∈ R× ⇒ ∃u, v ∈ R (us+vr = 1) (èç íàëè÷èÿ àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì äëÿ êîëüöà R ñëåäóåò

íàëè÷èå ñîîòíîøåíèÿ Áåçó) è ∃u, v ∈ R (us + vr = 1) ⇒ s + rR ∈ (R/rR)× (ýòî î÷åâèäíî).

Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z è gcd(a, n) = 1; òîãäà aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G âûïîëíåíî ∀ g ∈ G (g|G| = 1); â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ãðóïïû (Z/n)× èìå-
åì ∀ a ∈ (Z/n)× (aφ(n) = 1); ïåðåõîäÿ ê êîëüöó Z, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ n.

Çàìå÷àíèÿ.

• Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z, gcd(a, n) = 1 è k ∈ Z; òîãäà ak ≡ ak mod φ(n) (mod n).
• Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà: ïóñòü p ∈ P, a ∈ Z è p - a; òîãäà ap−1 ≡ 1 (mod p).
• Ïóñòü p ∈ P, a ∈ Z, p - a è k ∈ Z; òîãäà ak ≡ ak mod (p−1) (mod p).
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• Âû÷èñëèì 2340 â êîëüöå Z/341, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî 341 = 11 · 31 è 210 − 1 = 3 · 11 · 31:
2340 CRT7−→ (2340 mod 11, 2340 mod 31) = (1, 210 mod 31) = (1, 1) ⇒ 2340 = 1.

• Âû÷èñëèì 21638 â êîëüöå Z/3277, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî 3277 = 29 · 113 è 214 + 1 = 5 · 29 · 113:
21638 CRT7−→ (21638 mod 29, 21638 mod 113) = (214 mod 29, 270 mod 113) = (−1,−1) ⇒ 21638 = −1.

Òåîðåìà î ôóíêöèè Ýéëåðà.

1. Ïóñòü m,n ∈ N è gcd(m,n) = 1; òîãäà φ(mn) = φ(m)φ(n).
2. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1

1 · . . . · pωt
t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà φ(n) = n
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pt

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ ⇒ Z/mn ∼= Z/m× Z/n ⇒
⇒ (Z/mn)× ∼= (Z/m)×× (Z/n)× ⇒ |(Z/mn)×| = |(Z/m)×| |(Z/n)×| ⇒ φ(mn) = φ(m)φ(n).

2. Ïóñòü p ∈ P è ω ∈ N; òîãäà (Z/pω)× = Z/pω \ p (Z/pω) (è, çíà÷èò, φ(pω) = pω−1(p− 1)).
Ïóíêò 1 ⇒ φ(n) = φ(pω1

1 ) · . . . · φ(pωt
t ); ñîîáðàæåíèå èç ïðåäûäóùåé ñòðîêè ⇒ φ(pω1

1 ) · . . . · φ(pωt
t ) =

= pω1−1
1 (p1 − 1) · . . . · pωt−1

t (pt − 1) = pω1
1

(
1− 1

p1

)
· . . . · pωt

t

(
1− 1

pt

)
= n

(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pt

)
.

Òåîðåìà î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ.

1. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1
1 · . . . · pωt

t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà (Z/n)× ∼= (Z/pω1
1 )×× . . .× (Z/pωt

t )×.
2. Ïóñòü p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2 è ω ∈ {1, 2}; òîãäà (Z/pω)× ∼= Cpω−1(p−1).

3. Ïóñòü ω ∈ N \ {1, 2}; òîãäà (Z/2ω)× ∼= C2 × C2ω−2 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ ⇒ Z/n ∼= Z/pω1
1 × . . .×Z/pωt

t ⇒ (Z/n)× ∼= (Z/pω1
1 )×× . . .× (Z/pωt

t )×.
2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî ïîçæå (â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷à 21 ó

ãðóïïû SE): ïóñòü p ∈ P; òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p (è, çíà÷èò, (Z/p)× ∼= Cp−1).

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü d ïî ìîäóëþ p; òîãäà, åñëè p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2
è ω ∈ {1, 2}, òî (Z/pω)× = 〈(p + 1) d pω−1〉 (è, çíà÷èò, (Z/pω)× ∼= Cpω−1(p−1)); ýòî çàäà÷à 19 ó ãðóïïû CS.

3. (Z/2ω)× ∼= 〈−1〉 × 〈5〉 è, åñëè ω ∈ N \ {1}, òî 〈−1〉 ∼= C2 è 〈5〉 ∼= C2ω−2 ; ýòî çàäà÷à 19 ó ãðóïïû SE.

Çàìå÷àíèÿ.

• Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1
1 · . . . · pωt

t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïîïàð-

íî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N, à òàêæå, åñëè 2 | n, òî p1 = 2; òîãäà

(Z/n)× ∼=


C

p
ω1−1
1 (p1−1)

× . . .× C
p

ωt−1
t (pt−1)

, åñëè 2 - n ∨ (4 | n ∧ 8 - n);

C
p

ω2−1
2 (p2−1)

× . . .× C
p

ωt−1
t (pt−1)

, åñëè 2 | n ∧ 4 - n;

C2 × C2ω1−2 × C
p

ω2−1
2 (p2−1)

× . . .× C
p

ωt−1
t (pt−1)

, åñëè 8 | n.
(4)

• Òåîðåìà î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ãðóïï (Z/n)×, ãäå n ∈ N; ñ
åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü ÿâíûå èçîìîðôèçìû ìåæäó ýòèìè ãðóïïàìè è óêàçàííûìè âûøå ïðîèçâå-

äåíèÿìè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Îäíàêî, ýòè èçîìîðôèçìû íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, òàê êàê çàâèñÿò îò

ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ïðîñòûì ìîäóëÿì, äëÿ ïîèñêà êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòìà, êîòîðûé ðàáîòàë áû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò äëèíû äâîè÷íîé çàïèñè ìîäóëÿ.

9. Òåîðåòèêî-÷èñëîâûå àëãîðèòìû (íà÷àëî)

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïî ìîäóëþ n.
Ïóñòü n ∈ N; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî ìîäóëþ n (òî åñòü ãðóïïà (Z/n)× öèêëè÷åñêàÿ);

• ÷èñëî n íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè ÷èñëî n
2 íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè n ∈ {1, 2, 4}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîðÿäêè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, óêàçàííûõ â ðàçëîæåíèè (4), ÷åòíû, ïîýòîìó (Z/n)× ∼= Cφ(n) ⇔ (êîëè-

÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, óêàçàííûõ â ðàçëîæåíèè (4), ðàâíî 1 èëè 0).
• Åñëè 2 - n ∨ (4 | n ∧ 8 - n), òî (Z/n)× ∼= Cφ(n) ⇔ n ∈ {pω | p ∈ P \ {2} ∧ ω ∈ N} ∪ {1, 4}.
• Åñëè 2 | n ∧ 4 - n, òî (Z/n)× ∼= Cφ(n) ⇔ n ∈ {2pω | p ∈ P \ {2} ∧ ω ∈ N} ∪ {2}.
• Åñëè 8 | n, òî (Z/n)× � Cφ(n) (â äàííîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî èìååòñÿ õîòÿ áû 2 ñîìíîæèòåëÿ).
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