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1 Числа Фибоначчи

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è.
𝐹𝑘 = 𝐹𝑘−2 + 𝐹𝑘−1

1.1 Экспоненциальный рекурсивный алгоритм

Fib(k):

if (k == 0):

return 0

if (k == 1):

return 1

return Fib(k - 1) + Fib(k - 2)

𝑇 (𝑘) ≥ 𝑇 (𝑘 − 1) + 𝑇 (𝑘 − 2) + 3 ≥ 𝐹𝑘

Ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ.
𝐹𝑘 ∼ Φ𝑘 ∼ 1, 618𝑘

𝐹𝑘 ≥ 2
𝑘
2 - äëÿ 𝑘 ≥ 6 (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà).

Доказательство:
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè.
Áàçà: k = 6, k = 7;
Ïåðåõîä: 𝑘 → 𝑘 + 1

𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘 ≥ 2
𝑘−1
2 + 2

𝑘
2 = 2

𝑘−1
2

(︁
1 + 2

1
2

)︁
≥ 2

𝑘+1
2

�

1.2 Полиномиальный алгоритм

F[0...k]

F[0] = 0

F[1] = 1

for i = 2 ... k

F[i] = F[i - 1] + F[i - 2]

return F[k]

Àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé - 𝒪(𝑘)
Áèòîâûõ îïåðàöèé - 𝑂(𝑘2)

4



2 Скорость роста функций

2.1 𝒪 — символика

T(n) � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.
T: N0 → N0

1. T(n) = 𝒪(𝑓(𝑛)), åñëè ∃𝑐 > 0 : ∀𝑛𝑇 (𝑛) ≤ 𝑐𝑓(𝑛)(≤)

2. T(n) = Ω(𝑓(𝑛)), åñëè 𝑓(𝑛) = 𝒪(𝑇 (𝑛))(” ≥ ”)

3. T(n) = Θ(𝑓(𝑛)), 𝑇 (𝑛) = 𝒪(𝑓(𝑛))𝑇 (𝑛) = Ω(𝑓(𝑛))(==)

4. T(n) = 𝑜(𝑓(𝑛)), 𝑇 (𝑛)
𝑓(𝑛) 𝑛→inf

→ 0(<) (T ðàñòåò ìåäëåííåå f)

2.2 Рост функций

1. 𝑛2 = 𝑜(𝑛3)√︀
(𝑛) = 𝑜(𝑛)

𝑛𝑎 = 𝑜(𝑛𝑏) åñëè a < b

3𝑛3 + 5𝑛2 + 𝑛 + 20 = 𝒪(𝑛3)

2. (log2 𝑛)20 = 𝑜(𝑛
1
10 )

(log2 𝑛)𝑎(ïîëèëîãàðèôì) = 𝑜(𝑛𝑏)

3. 𝑛10 = 𝑜(2𝑛) (ýêñïîíåíòà)

ïîëèëîãîðèôì < ìíîãî÷ëåí < ýêñïîíåíòà

log 𝑛 < log2 𝑛 <
√︀

(𝑛) <
√︀

(𝑛) log 𝑛 < 𝑛
2
3 < 𝑛 < 𝑛 log 𝑛 < 𝑛2 < 𝑛3 < 2𝑛 < 3𝑛

𝑛! ∼ (𝑛
𝑒
)𝑛

log(𝑛!) ∼ 𝑛 log 𝑛

3 Простейшие структуры данных

3.1 Стек

Ñòåê: |ooooooo|→ ____________ FILO (stack) 𝒪(1) � âðåìÿ ðàáîòû.
Pop()
Push(x)
IsEmpty()
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3.2 Стек с поддержкой максимума

Õðàíèì äâà ñòåêà.
Â ïåðâîì ýëåìåíòû, âî âòîðîì ìàêñèìóì íà ïðåôèêñå.
[3, 2, 4, 5 →] (ñòåê)
[3, 3, 4, 5 →] (ñòåê ñ ìàêñèìóìîì)
Max()

3.3 Очередь

Î÷åðåäü:__→|ooooooo|→ __ FIFO (queue)
Push_back(x)
Pop_front
Î÷åðåäü ñ ïîìîùüþ äâóõ ñòåêîâ.
→(1)] [(2) →
Êëàäåì ýëåìåíò â ïåðâûé ñòåê
Äîñòàåì ýëåìåíòû èç âòîðîãî ñòåêà.
Åñëè âî (2) ñòåêå êîí÷èëèñü ýëåìåíòû ïåðåêëàäûâàåì âñå ýëåìåíòû èç ïåðâîãî ñòåêà.
Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑁) (êàæäûé ýëåìåíò ïåðåêëàäûâàåì òðè ðàçà)

3.4 дек

Óêàçàòåëü íà íà÷àëî, óêàçàòåëü íà êîíåö. Çàêîëüöîâàííûé ìàññèâ.

3.5 Списки

∘ → ∘ → ∘ →

 ∘
𝑝𝑟𝑒𝑣 ∘
𝑛𝑒𝑥𝑡 ∘
 ∘
↓ óäàëåíèå ýëåìåíòà

 ∘
 ∘
 ∘

3.6 Деревья

Áèíàðíîå äåðåâî(íå áîëåå äâóõ äåòåé)
Ìîæíî ó êàæäîé âåðøèíû õðàíèòü äâå ññûëêè � ëåâûé ðåáåíîê è ïðàâûé ñîñåä
Почти полное бинарное дерево
[2i] ← [i] →[2i +1]
Âìåñòî äåðåâà ìîæíî õðàíèòü â ìàññèâå [1, 2, 3, 4 . . .

4 Расширяющийся массив

Êîãäà ìåñòî çàêàí÷èâàåòñÿ, ñîçäàåì íîâûé ìàññèâ áîëüøåãî ðàçìåðà è êîïèðóåì òóäà ýëå-
ìåíòîâ.
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Îñòàëîñü ïîíÿòü, íàñêîëüêî íàäî óâåëè÷èâàòü ìàññèâ.

1. àäåòèâíàÿ ñõåìà ðåàëîêàöèè (𝑙→ 𝑙 + 10)

𝑐 + 2𝑐 + 3𝑐 + . . . + 𝑛 = 𝑐(1 + 2 + . . . + 𝑛
𝑐
) = Θ(𝑛2)

(íå ïîäõîäèò)

2. ìóëüòèïëèêàòèâíà ñõåìà(𝑙→ 1, 5𝑙)

𝑐 + 𝑐2 + 𝑐3 + . . . + 𝑛 = Θ(𝑛)

4.1 Метод потенциалов

𝑐1 + 𝑐2 + . . . + 𝑐𝑛 ≤ 𝑛 *max1≤𝑖≤𝑛 𝑐𝑖
𝑐𝑖 −−− ()
𝑐′𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛿Φ𝑖 = 𝑐𝑖 + Φ𝑖 − Φ𝑖−1 � ó÷åòíàÿ ñòîèìîñòü.∑︀𝑛

𝑖=1 𝑐
′
𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑐𝑖 + (Φ𝑛 − Φ0)

l - äëèíà, k - êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ ÿ÷ååê
Φ = 2𝑘 − 𝑙 ≥ 0

1. äîáàâëåíèå áåç ïåðåâûäåëåíèÿ

Φ𝑖−1 = 2𝑘 − 𝑙

Φ𝑖 = 2𝑘 − 𝑙 + 2

𝑐′𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛿Φ = 3

2. ñ ïåðåâûäåëåíèåì

𝑐′𝑖 = 𝑐𝑖 + 𝛿Φ𝑖 = (𝑘 + 1) + (2(𝑘 + 1)− 2𝑘)− (2𝑘 − 𝑘) = 𝑘 + 1 + 2𝑘 + 2− 2𝑘 − 2𝑘 + 𝑘 = 3

3𝑛 =
∑︀

𝑐𝑖 + (Φ𝑛 − Φ0)⇒
∑︀

𝑐𝑖 ∼ 𝒪(𝑛)

5 Сортировки

A[] A'[]
𝐴′[1] ≥ 𝐴′[2] ≥ 𝐴′[3] ≥ 𝐴′[4] ≥ . . . ≥ 𝐴′[𝑛]

5.1 Квадратичные сортировки

Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑛2)
Ïðîñòû â ðåàëèçàöèè.
Ìàëåíüêàÿ êîíñòàíòà, áûñòðî ðàáîòàþò ïðè ìàëåíüêîì ðàçìåðå ìàññèâà.
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5.2 Подсчетом

A[] � èñõîäíûé ìàññèâ
B[2, 2, 1] � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äàííîãî âèäà
C[0, 2, 4] � c êàêîãî ìåñòà íàäî íà÷èíàòü çàïèñûâàòü.

6 Нижняя оценка Ω(𝑛 log 𝑛) для сортировки

.
Ïîñòðîèì äåðåâî âîïðîñîâ è âîçìîæíûõ èòîãîâûõ îòâåòîâ.
Îòâåòû - ëèñòüÿ äåðåâà.
Âðåìÿ ðàáîòû - ãëóáèíà äåðåâà
d - ãëóáèíà.
Êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ ≤ 2𝑑

ãëóáèíà = Ω(log2(êîëè÷åñòâî ëèñòüåâ))
log2(𝑛!) = Θ(𝑛 log 𝑛)
Â ñðåäíåì ñëó÷àå îöåíêà òîæå âåðíà.

6.1 cтабильная сортировка

Åñëè a == b è a áûëî ðàíüøå b èçíà÷àëüíî, òî è â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå a áóäåò èäòè
ðàíüøå.

Ñòàáèëüíûå ñîðòèðîâêè: ïîäñ÷åòîì, âñòàâêàìè, ñëèÿíèåì.

6.2 цифровая сортировка

ñîðòèðóåì ñíà÷àëà ïî ïîñëåäíåé öèôðå, ïîòîì ïî ïðåäïîñëåäíèé è ò.ä.
Ðåçóëüòàò áóäåò êîððåêòíûé, ïîñêîëüêó ñîðòèðîâêà ïîäñ÷åòîì ñòàáèëüíàÿ.
Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑑 * 𝑛), d - äëèíà, n - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

7 Сортировка слиянием

7.1 с рекурсией

Ìåòîä "ðàçäåëÿé è âëàñòâóé"

MergeSort(A, l, r)

if r-l <= 30

InsertSort(A, l, r)

m = (l + r)/2

MergeSort(A, l, m)

MergeSort(A, m + 1, r)

8



Merge(A, l, m, r)

𝑇 (𝑛) ≤ 2𝑇 (𝑛/2) +𝒪(𝑛)⇒ 𝑇 (𝑛) = 𝒪(𝑛 log 𝑛)

7.2 без рекурсии

Q = Queue()

for i = 1 to n:

Q.push_back({A[i]})

while Q.size() > 1

A1.PopFront()

A2.PopFront()

B=Merge(A1, A2)

Q.push_back(B)

8 Быстрая сортировка

QuickSort(A, l, r):

m=Partition(A, l, r)

QuickSort(A, l, m - 1)

QuickSort(A, m + 1, r)

Partition(A, l, r):

x = A[l]

j = l;

for i = l + 1 to r:

if(A[i] <= x)

swap(A, i, j + 1)

j = j + 1

swap(A, l, j)

return j
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8.1 Среднее время работы

Теорема 8.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû QuickSort åñòü 𝒪(𝑛 log 𝑛). Â õóä-
øåì ñëó÷àå � 𝒪(𝑛2).

Доказательство: Âðåìÿ ðàáîòû ∼ êîëè÷åñòâî ñðàâíåíèé = Θ(êîëè÷åñòâà ñðàâíåíèé)
E(âðåìÿ ðàáîòàòû) = Θ(𝐸())
E(êîëè÷åñòâà ñðàâíåíèé) = 𝐸

∑︀
1≤𝑖<𝑗≤𝑛 𝑥𝑖𝑗 =

∑︀
1≤𝑖<𝑗≤𝑛𝐸𝑥𝑖𝑗 =

∑︀
(𝑃 (𝑥𝑖𝑗 = 1)) =

∑︀
2

𝑗−𝑖+1
=

Θ(𝑛 log 𝑛)

𝑥𝑖𝑗 =

{︃
1, åñëè ïðîèçîøëî ñðàâíåíèå A'[i] è A'[j], A' � îòñîðòèðîâàííûé ìàññèâ;

0, èíà÷å

Лемма: 𝑃 (𝑥𝑖𝑗 = 1) = 2
𝑗−𝑖+1

Доказательство: 𝑃 (𝑥𝑖𝑗 = 1) = 𝑃 (𝐴′[𝑖. . . 𝑗]𝐴′[𝑖]𝐴′[𝑗])
Утверждение 1 + 1

2
+ 1

3
+ . . . + 1

𝑛
= Θlog 𝑛

log𝑛
2
≤ 1

2
+ 1

4
+ 1

4
. . . + 1

𝑛
≤ 1 + 1

2
+ 1

3
+ . . . + 1

𝑛
≤ 1 + 1

2
+ 1

2
+ . . . + 1

𝑛
≤ log 𝑛 + 1 = Θlog 𝑛

8.2 IntroSort

Åñëè ðàáîòàåò äîëüøå 𝑐 log 𝑛 ïðåðûâàåì qsort è ñîðòèðóåì heap sort

8.3 Создание небольшой глубины рекурсии

QuickSort(A, l, r):

m=Partition(A, l, r)

QuickSort(A, l, m - 1)

QuickSort(A, m + 1, r) –- хвостовая рекурсия, tail recursion

Äëÿ ìàëåíüêîé ãëóáèíû ðåêóðñèè.

QuickSort(A, l, r):

while l < r

m = Partition(A, l, r)

идем в меньший

QuickSort(A, l, r - 1)

l = m + 1

Ãëóáèíà íå áîëåå log 𝑛.
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8.4 QuickSort3

Äåëèì ìàññèâ íà 3 ÷àñòè. Ýëåìåíòû, êîòîðûå ìåíüøå íàøåãî, êîòîðûå ðàâíû íàøåìó è
êîòîðûå áîëüøå íàøåãî.

9 Куча

9.1 heap sort

Ñòðîèì êó÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ, ïîñëå ýòîãî âûòàñêèâàåì ýëåìåíòû.

9.2 Частичная сортировка

Õîòèì óçíàòü â îòñîðòèðîâàííîì ïîðÿäêå ïåðâûå k ýëåìåíòîâ è ÷òî áû îñòàëüíûå øëè êàê-
òî.

Ñòðîèì êó÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ è âûòàñêèâàåì ïåðâûå k.
Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑛) +𝒪(𝑘 log(𝑛))

9.3 очередь с приоритетами(priority queue)

Getmin() 𝒪(1)
Extractmin() 𝒪(ℎ)
Insert(x) 𝒪(ℎ)
Delete(ptr) 𝒪(ℎ)
Change Priority𝒪(ℎ)

9.4 Двоичная куча

Äâîè÷íîå äåðåâî.
Äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà âåðíî, ÷òî ýëåìåíò â êîðíå áîëüøå/ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ â ïîä-

äåðåâå.
ShiftDown 𝒪(ℎ)
Ïðîñåèâàíèå âíèç. Åñëè â êîðíå íå âåðíûé ýëåìåíò, à äëÿ îáîèõ ïîääåðåâüåâ êó÷à âåðíàÿ.

Õîòèì ïîñòðîèòü ïðàâèëüíóþ êó÷ó.
Äëÿ ýòîãî âûáèðàåì min/max èç âåðøèíû è äåòåé. Ìåíÿåì êîðåíü è ìåíüøåãî ìåñòàìè

è èäåì â ìåíüøåãî ðåáåíêà.

Extractmin()

swap(root, c последним элементом)

SiftDown()

return последний элемент

11



SiftUp() 𝒪(ℎ)
Insert(x)
äîáàâëÿåì â êîíåö.
SiftUp();
Delete()
ìåíÿåì ñ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ïðîñåèâàåì âíèç.
õðàíèì äåðåâî â ìàññèâå

9.5 Построение кучи за линейное время

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äåðåâî èç ýëåìåíòîâ ìàññèâà íå îáðàùàÿ âíèìàíèå íà èç ïîðÿäîê, ïîòîì
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ åñòü ïîòîìîê âûçîâåì ïðîñåèâàíèå âíèç. Ïðîñåèâàíèå âíèç
áóäåì âûçûâàòü â ïîðÿäêå îò ëèñòüåâ ê êîðíþ.

𝑛 = 1 + 2 + 4 + . . . + 2𝑘

Âðåìÿ ðàáîòû 2𝑘 + 2 * 2𝑘−1 + 3 * 2𝑘−2 + . . . + 𝑘 = 𝑛 + 𝑛/2 + 𝑛/4 + . . . + 1 = Θ(𝑛)

9.6 k-ичная куча

Ó êàæäîãî ýëåìåíòà äî k äåòåé.
SiftDown - 𝒪(𝑑 log𝑑 𝑛)
SiftUp - 𝒪(log𝑑 𝑛)

10 Порядковая статистика

Õîòèì óçíàòü, êòî ñòîèò íà k-îé ïîçèöèè â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå
𝐸(𝑇 (𝑛)) = 𝒪(𝑛)
𝑇 (𝑛) ≤ 𝑇𝑜(𝑛→ 3𝑛

4
) + 𝑇 (3𝑛

4
)

𝐸(𝑛) ≤ 𝐸(𝑛→ 3𝑛
4

) + 𝐸(3𝑛
4

)
Лемма: ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïîäáðàñûâàíèÿ ÷åñòíîé ìîíåòêè äî ïåðâîãî âûêèäûâàíèÿ

îðëà = 2.
Доказательство:
𝐸 =

∑︀inf
𝑖=1 𝑖 * 𝑃 [𝑖] =

∑︀inf
𝑖=1 𝑖

1
2𝑖

= 2
�
𝐸(𝑛) ≤ 𝐸(3𝑛

4
) +𝒪(𝑛)⇒ 𝐸(𝑛) = 𝒪(𝑛)

𝐸(𝑛) ≤ 𝑐𝑛+𝐸(3𝑛
4

) ≤ 𝑐𝑛+𝑐3𝑛
4

+𝐸(9𝑛
16

) = 𝑐𝑛(1+3
4
+ 9

16
)óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü⇒

𝐸(𝑛) = 𝒪(𝑛)
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11 Динамическое программирование

11.1 Динамика вперед/назад/ленивая

𝑥→ 𝑥 + 1
𝑥→ 2𝑥
𝑥→ 3𝑥
Íàéòè ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóæíîå ÷èñëî.

11.1.1 Назад

𝑑[𝑥] = ñêîëüêî íóæíî õîäîâ, ÷òî áû ïîëó÷èòü x.

𝑎𝑛𝑠 = 𝑑[𝑛]

𝑑[1] = 0

𝑑[𝑥] = 1 + 𝑚𝑖𝑛

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑[𝑥− 1]

𝑑[𝑥/2], åñëè êðàòíî 2

𝑑[𝑥/3], åñëè êðàòíî 3

11.1.2 Вперед

d[] = inf

d[1] = 0

for x = 1 to n

relax(x + 1, d[x] +1)

relax(2x, d[x] +1)

relax(3x, d[x] + 1)

11.1.3 Ленивая

int f(int x)

if(marked[x])

return d[x]

marked[x] = 1

d[x] = f(x - 1)

if(x mod 2 = 0)

d[x] = min(d[x], f(x/2))

if(x mod 3 = 0)

d[x] = min(d[x], f(x/3))

return ++d[x]
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Áîíóñû ëåíèâîé äèíàìèêè:

1. ïåðåáèðàåò òîëüêî òî, ÷òî íóæíî.

2. íå äóìàåì, â êàêîì ïîðÿäêå íàäî ïåðåáèðàòü âåðøèíû.

11.2 Максимальная возрастающая подпоследовательность

𝐴[1 . . . 𝑛] 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < 𝑖3 < . . . < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛 𝐴[𝑖1] < 𝐴[𝑖2] < 𝐴[𝑖3] < . . . < 𝐴[𝑖𝑘]
𝐷[1 . . . 𝑛] D[i]= äëèíà ìàêñèìàëüíîé âîçðàñòàþùèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè A, çàêàí÷èâàÿ

â A[i].
𝐷[𝑖] = max𝑖≤𝑗≤𝑖−1[𝐷[𝑗] : 𝐴[𝑗] < 𝐴[𝑖]] + 1

11.3 Рюкзак

Åñòü ïðåäìåòû îïðåäåëåííîãî âåñà è ðþêçàê âìåñòèìîñòüþ W. Íóæíî ïîìåñòèòü êàê ìîæíî
áîëüøå ïðåäìåòîâ.∑︀

𝑖 𝑎𝑖 ≤ 𝑊∑︀
𝑖 𝑎𝑖 → 𝑚𝑎𝑥

назад

is[0, 0] = 1

for i = 1 to n

for w = 0 to W

is[i, w] = is[i - 1, w] or is[i - 1, w - a[i]]

ans = is[n, w]

Ìîæíî õðàíèòü òîëüêî äâà ìàññèâà.

11.3.1 Рюкзак. Восстановление ответа

is[0, 0] = 1

for i = 1 to n

for w = 0 to W

is[i, w] = is[i - 1, w]

p[i, w] = 0

if (w >= a[i] and is[i - 1, w - a[i]])

is[i, w] = 1

p[i, w] = 1

if (is[n, W])
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for i = n to 1

if(p[i, w] = 1)

print(a[i])

w -= a[i]

Уменьшим количество памяти. Динамика вперед

is[0] = 1

for i = 0 to n - 1

for w = W to 0

if is[w]

is[w + a[i]] = 1

ans = is[w]

is[0] = 1

for i = 0 to n - 1

for w = W to 0

if is[w] and !is[w + a[i]](важное условие, тест 1 2 3)

is[w + a[i]] = 1

p[w + a[i]] = 1

if (is[w])

while(w > 0)

i = p[w]

print(a[i])

w -= a[i]

11.4 Оптимальная триангуляция

(êàðòèíêà)

D[i, j] = первая и последнее вершина, которая задает многоугольник

for i = 1 to n - 2:

D[i, i + 2] = 0

for l = 3 to n

for i = 1 to n - l
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j = i + l

D[i, j] = 𝑚𝑖𝑛𝑖<𝑘<𝑗(D[i, k] + D[k, j] + d(i, k) + d(k, j))

11.5 Независимые множества в деревьях

(êàðòèíêà)
𝐼 ⊆ 𝑉 (𝐺) - íåçàâèñèìî, åñëè ∀𝑢, 𝑣,∈ 𝐼 : (𝑢, 𝑣) /∈ 𝐸(𝐺)
Âçâåøåííîå äåðåâî.
𝐷[𝑢] - îòâåò äëÿ äåðåâà ñ êîðíåì â u.
𝐷[𝑢] = max(𝑤[𝑢] +

∑︀
𝐷[âíóêîâ],

∑︀
𝐷[ñûíîâ])

12 Алгоритм Хиршберга нахождение расстояния редак-

тирования(Расстояние по Левенштейну)

x[n]
y[m]
Ñòðî÷êè, ìîæåì óäàëÿòü, çàìåíÿòü ýëåìåíòû.

EditDistance(x[1..n], y[1..m])

D[n + 1, m + 1]

for i = 0 to n

D[i, 0] = i

for j = 0 to m

D[0, j] = j

for i = 1 to n

for j = 1 to m

D[i, j] = min(1 + D[i, j - 1], 1 + D[i - 1, j])

if (x[i] == y[j])

D[i][j] = min(D[i][j], D[i - 1][j - 1]);

Äîñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ñëîÿ.
Ïàìÿòè - 𝒪(𝑛)
Âðåìÿ - 𝒪(𝑛𝑚)
Õîòèì íàéòè îòâåò îò 0 0 äî n m.
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Hirschbery(x, y)

найдем k

k = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑚(𝑑𝑖𝑠𝑡((0, 0)→ (𝑖, 𝑛/2)) + 𝑑𝑖𝑠𝑡((𝑖, 𝑛/2)→ (𝑚,𝑛)))
Hirschberg(x[1...n/2], y[1..k])

Hirschberg(x[n/2...n], y[k + 1, m])

𝑇 (𝑛,𝑚) ≤ 𝒪(𝑛𝑚)+𝑇 (𝑛/2, 𝑘)+𝑇 (𝑛/2,𝑚−𝑘) ≤ 𝑐𝑛𝑚+𝑐(𝑛
2
𝑘)+𝑐𝑛

2
(𝑚−𝑘) ≤ 𝑐𝑛𝑚⇒ 𝑇 (𝑛,𝑚) =

𝒪(𝑛𝑚)

13 Динамика на подмножествах

13.1 Задача о гамильтоновом цикле

Ïðîéòè ïî âñåì âåðøèíàì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. 𝒪(2𝑛𝑛2)
D[S, i] - îïòèìàëüíûé ïóòü èç 1 â i ïðîõîäÿùèé ïî âåðøèíàì èç S ïî ðàçó.

14 Поиск в глубину

Способы хранения графа:

1. Ñïèñîê ñìåæíîñòè

2. Ìàòðèöà ñìåæíîñòè

3. Ñïèñîê ðåáåð

Explore(v)

visited[v] = true

for (u, v) ∈ E

if visited[u] == false

Explore(u)

DFS()

for v ∈ V

visited[v] = 0

for v ∈ V

if (visited[v] = false)

Explore(v)

++cc - количество компонент

Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑉 + 𝐸)
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14.1 Топологическая сортировка

Àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðàôû DAG.
Лемма: ó ãðàôà åñòü òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà òîãäà è òîëüêî òîãäà ãðàô àöèêë.
Доказательство:
Ó àöèêë. ãðàôà âñåãäà åñòü èñòîê è ñòîê.
Ñòîê ìîæåì ïîñòàâèòü â êîíåö è èç ãðàôà óäàëèòü. Òàêèì îáðàçîì íè÷åãî íå èñïîðòèòñÿ.

(Äîêàçàòåëüñòâî, ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí)

15 Выделение компонент сильной связности

Îòñîðòèðóåì âåðøèíû òîï ñîðòîì, íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè òàì
ìîæåò è íå áûòü.

Áóäåì ïåðåáèðàòü âåðøèíû â ïîðÿäêå òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè è çàïóñêàòü dfs íà
èíâåíòèðîâàííîì ãðàôå. Òî ÷òî âûäåëèò dfs è áóäåò êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

Доказательство корректности Âåðøèíû s è t ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíè â èòîãå â îäíîì äåðåâå dfs.
⇒
Åñëè s è t âçàèìîäîñòèæèìû, òî â èòîãå îíè áóäóò ëåæàòü â îäíîì äåðåâå îáõîäà â

ãëóáèíó.(Èç t çàïóñòèì dfs è îí äîéäåò äî s)
⇐

1. Âåðøèíû s è t ëåæàò â îäíîì äåðåâå, çíà÷èò â èíâåíòèðîâàííîì ãðàôå îíè îáå äîñòè-
æèìû èç êîðíÿ r.

2. r øëî ðàíüøå â ïîðÿäêå òîï ñîðòà, ÷åì s è t. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

(a) â ïðÿìîì ãðàôå s è t äîñòèæèìû èç r, òîãäà âñå îê.

(b) õîòÿ áû îäíà, ïóñòü t èç r íå äîñòèæèìà. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî r äîñòèæèìà èç
t, íî òîãäà áû r øëî ïîçæå t ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðîòèâîðå÷èå.

16 Поиск в ширину

Íåâçâåøåííûé ãðàô.

BFS(s)

dist[1..N] = inf

dist[s] = 0

Q.pushBack(s)

while(Q.size() > 0)

u = Q.popFront()

for (u, v) ∈ E
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if dist[v] = inf

dist[v] = dist[u] + 1

prev[v] = u

Q.pushBack(v)

17 Дейкстра

Dijkstra(s)

dist[1..N] = inf

prev[1..N]

dist[s] = 0

while(Q.size() > 0)

u = Q.ExstractMin()

for (u, v) ∈ E

if v ∈ Q and dist[v] > dist[u] + w(u, v)

dist[v] = dist[u] + w(u, v)

prev[v] = u

меняем очередь

17.1 оценка времени работы

Âðåìÿ ðàáîòû k-è÷íàÿ êó÷à äâîè÷íàÿ êó÷à ìàññèâ
V*T(Insert) 𝒪(𝑣 log𝑘 𝑣) 𝒪(𝑣 log 𝑣) 𝒪(𝑣)

V*T(Extract Min) 𝒪(𝑣𝑘 log𝑘 𝑣) 𝒪(𝑣 log 𝑣) 𝒪(𝑣2)
E*T(Change Prio) 𝒪(𝐸 log𝑘 𝑣) 𝒪(𝐸 log 𝑣) 𝒪(𝐸)

18 алгоритм Форда-Беллмана

FordBelman(G, s)

инициальзация

повторить v - 1 раз

для всех (u, v) ∈ E

update(u, v)

âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑉 𝐸)
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18.1 отрицательный цикл

Åñëè íà V-îé èòåðàöèè ÷òî-òî ñðåëàêñèðîâàëîñü,çíà÷èò åñòü öèêë îòðèöàòåëüíîãî âåñà.
Доказательство
Åñëè ÷òî-òî ñðåëàêñèðîâàëîñü, òî öèêë òî÷íî åñòü.
Åñëè åñòü îòðèöàòåëüíûé öèêë 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛.
Ïóñòü íè÷åãî íå ñðåëàêñèðîâàëîñü, òîãäà
𝑑[𝑎2] ≤ 𝑑[𝑎1] + 𝑤1

𝑑[𝑎3] ≤ 𝑑[𝑎2] + 𝑤2

. . .
𝑑[𝑎1] ≤ 𝑑[𝑎𝑛] + 𝑤𝑛

⇒ 0 ≤
∑︀

𝑤𝑖 Ïðîòèâîðå÷èå

19 Кратчайшие пути в ациклических ориентированных

графах

Îòñîðòèðóåì âåðøèíû òîï ñîðòîì.
Ìîæåì çàïóñêàòü äèíàìèêó â äàííîì ïîðÿäêå.

20 алгоритм Флойда

Floyd(G)

for i = 1 to n

for j = 1 to n

D[i][j]= w(если есть такое ребро)

D[i][j] = inf(иначе)

for k = 1 to n

.for i, j

D[i][j] = min(D[i][j], D[i][k] + D[k][j])

21 алгоритм Джонсона

Äåèêñòðà íå ðàáîòàåò äëÿ ðåáåð ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè.
Ââåäåì ïîòåíöèàëû, òîãäà 𝑤′[𝑢, 𝑣] = 𝑤[𝑢, 𝑣] + 𝑃ℎ[𝑢]− 𝑃ℎ[𝑣]
Òîãäà 𝑑𝑖𝑠𝑡[𝑠, 𝑓 ] = 𝑑𝑖𝑠𝑡′[𝑠, 𝑓 ]− 𝑃ℎ[𝑠] + 𝑃ℎ[𝑓 ]
Îñòàëîñü ïðèäóìàòü ïîòåíöèàëû òàê,÷òî áû âåñà áûëè ïîëîæèòåëüíûå.
Ïîòåíöèàë áóäåò ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò ôèêòèâíîé âåðøèíû, ñ ðåáðîì âî âñå âåðøèíû

âåñà 0.
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22 Система непересекающихся множеств

(êàðòèíêà)
Õîòèì îáúåäèíÿòü ìíîæåñòâà è ïîíèìàòü, ïðèíàäëåæàò ëè âåðøèíû îäíîìó ìíîæåñòâó.
MakeSet(x)
Find(x)
Union(x, y)
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû áóäåì õðàíèòü öâåò ìíîæåñòâà, ãäå ëåæèò âåðøèíà.
Ïðè ñëèâàíèå äâóõ ìíîæåñòâ ïåðåêðàøèâàåì ïîëíîñòüþ ìåíüøåå ìíîæåñòâî.
Êàæäàÿ âåðøèíà, êîãäà ïåðåêðàøèâàåòñÿ ïîïàäàåò â ìíîæåñòâà â äâà ðàçà áîëüøåå. ⇒

âðåìÿ ðàáîòû𝒪(𝑛 log 𝑛)

23 СНМ за 𝑙𝑜𝑔*𝑛

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâå ýâðèñòèêè: ñæàòèå ïóòåé è ðàíãîâàÿ ýâðèñòèêà.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíêè õðàíèì ññûëêó íà ïðåäñòàâèòåëÿ.
Ïðåäñòàâèòåëü ìíîæåñòâà - êîðåíü.
Ðàíãîâàÿ ýâðèñòèêà - äëÿ êàæäîé âåðøèíû õðàíèì âûñîòó ïîääåðåâà è ìåíüøåå ïîääå-

ðåâî ïðèâåøèâàåì ê áîëüøåìó.
Êîðíåâàÿ - êàæäûé ðàç, êîãäà ïîëó÷àåì çàïðîñ îá óçíàâàíèå öâåòà ïîäâåøèâàåì âñå

âåðøèíû íà ïóòè ê êîðíþ.
Теорема: ñóììàðíîå âðåìÿ m îïåðàöèé ÑÍÌ èç êîòîðûõ n ≤ m - ýòî MakeSet, åñòü

𝒪(𝑚 log* 𝑛)
Доказательство:
Ñóììàðíîå âðåìÿ Find ∼ êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ îò âåðøèíû ê ðîäèòåëþ = êîëè÷åñòâî

ïåðåõîäîâ ê êîðíþ + êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ê ðîäèòåëþ èç òîãî æå îòðåçêà + êîëè÷åñòâà
ïåðåõîäîâ ê ðîäèòåëþ èç äðóãîãî îòðåçêà = (𝒪(𝑚) - ïåðåõîäîâ ê êîðíþ) + (𝒪(𝑛 log* 𝑛) -
ïåðåõîäîâ ê ðîäèòåëþ âíóòðè îòðåçêà) + (𝒪(𝑚 log* 𝑛) - ïåðåõîäîâ ê ðîäèòåëþ èç äðóãîãî
îòðåçêà)

[1...1][2...2][3...4][5...16][17...216][216 + 1 ... 2216]
[k + 1...2𝑘] Â êàæäîì îòðåçêå log* èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå.
Ïåðåõîäîâ âíóòðè îäíîãî îòðåçêà [k + 1...2𝑘] - 𝒪(𝑛)
Âåðøèí ðàíãà 𝑘 + 1 ≤ 𝑛

2𝑘+1 Âåðøèí ðàíãà 𝑘 + 2 ≤ 𝑛
2𝑘+2 . . .

⇒ êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîïàâøèõ â îòðåçîê ≤ 𝑛
2𝑘

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû â îòðåçêå ìû ïåðåõîäèì ê åå ïðåäêó âíóòðè îòðåçêà íå áîëåå 2𝑘

ðàç(ïîñëå êàæäîãî ïåðåõîäà ðàíã ïðåäêà óâåëè÷èâàåòñÿ).
�

24 Алгоритм Прима

Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ñâÿçíûé ãðàô. Õîòèì âûáðàòü îñòîâíîå äåðåâî ìèíè-
ìàëüíîãî âåñà.
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Лемма о разрезе: 𝑇 ⊆ 𝐸 - ÷àñòü íåêîòîðîãî ÌÎÄ 𝑆 ⊆ 𝑉 - òàêîé ðàçðåç, ÷òî T íå
ïåðåñåêàåò ðàçðåç, e ìèíèìàëüíîå ðåáðî ãðàôà G, ïåðåñåêàþùåå ðàçðåç. ⇒ 𝑇 ∪ {𝑒} - ÷àñòü
íåêîòîðîãî(âîçìîæíî äðóãîãî) ÌÎÄ.

Доказательство:
Ðàññìîòðèì äåðåâî è äîáàâëåííîå íàìè ðåáðî.
Åñëè äîáàâëåííîå íàìè ðåáðî ïðèíàäëåæèò äåðåâó,çíà÷èò âñå õîðîøî.
Åñëè íå ïðèíàäëåæèò, òî îáðàçîâàëñÿ öèêë. Ñóùåñòâóåò ðåáðî êîòîðîå âõîäèò èç V�â S è

ïðèíàäëåæèò öèêëó. Ýòî ðåáðî íå ìåíüøå ðåáðà e(èíà÷å ìû áû âûáðàëè åãî), çíà÷èò ìîæåì
åãî âûêèíóòü è äîáàâèòü e, îò ýòîãî âåñ îñòîâíîãî äåðåâà òîëüêî óëó÷øèòñÿ.

�
Àëãîðèòì Ïðèìà
Èçíà÷àëüíà ó íàñ åñòü êîìïîíåíòà èç îäíîé âåðøèíû. Ïûòàåìñÿ åå ðàñøèðèòü. Äëÿ ýòîãî

äëÿ äàííîé êîìïîíåíòû ïîääåðæèâàåì âåñ ðåáåð èç S äî V/S.
Àëãîðèòì ïèøåòñÿ êàê Äåèêñòðà ñ çàìåíîé ñóììû íà ìèíèìóì.
Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝐸 log 𝑉 )

25 Алгоритм Крускала

1. îòñîðòèðîâàòü ðåáðà ïî âåñó

2. ïåðåáèðàåì ðåáðà â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ âåñà

3. åñëè ðåáðî íå ñîçäàåò öèêëà, äîáàâëÿåì åãî

Kruskal(G)

sort()

T= []; for v ∈ V:

MakeSet()

for (u, v) в порядке сортировки по увеличению веса

if(Find(u) != Find(v))

T = 𝑇 ∪ (𝑢, 𝑣)
Union(u,v)

Äëÿ ðàáîòû ñ Find è Union èñïîëüçóåòñÿ ÑÍÌ.
Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝐸𝑙𝑜𝑔𝐸) = 𝒪(𝐸 log𝐸) +𝒪(𝑉 ) +𝒪(𝐸 log*(𝑉 ))

26 Коды Хаффмена

Ó íàñ åñòü òåêñò,õîòèì åãî çàïèñàòü â áèíàðíîì âèäå.
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Åñëè äëÿ êàæäîé áóêâû âûäåëÿòü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî áèò, ðåçóëüòàò ìîæåò ïîëó÷èòñÿ
äàëåêî íå îïòèìàëüíûì. Íàïðèìåð îäíà áóêâà âñòðåòèëàñü îäèí ðàç, âòîðàÿ ïîâòîðÿåòñÿ
î÷åíü ìíîãî.

Ïîñ÷èòàåì ÷àñòîòó äëÿ êàæäîé áóêâû.
Ïîñòðîèì áèíàðíîå äåðåâî è â ëèñòüÿõ çàïèøåì áóêâû.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû(êðîìå êîðíÿ) çàïèøåì ñóììó âåñîâ â ïîääåðåâå. Òîãäà äëèíà çà-

ïèñè = ñóììå âåñîâ âñåõ âåðøèí.
Òåïåðü ïîéìåì, êàê ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå äåðåâî.
Äëÿ ýòîãî îòñîðòèðóåì âñå ÷àñòîòû â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ.
Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå äåðåâî, â êîòîðîì äâå ñàìûå ðåäêèå âåðøèíû áðàòüÿ. Òîãäà

îáúåäèíèì èõ è ïîâòîðèì àëãîðèòì.
Âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà 𝒪(𝑛 log 𝑛)

27 Выполнимость хорновской формулы

27.1 Задача выполнимости (SAT)

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ {0, 1} = {𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒, 𝑡𝑟𝑢𝑒}
Ôîðìóëà â ÊÍÔ. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíèìîñòü çà 𝒪(𝑚2𝑛)

27.2 Хорновская формула

Â êàæäîì äèçúþíêòå íå áîëåå îäíîé ïîëîæèòåëüíîé ïåðåìåííîé

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 = 0
while (есть неверный дизъюнкт содержащий положительную переменную 𝑥𝑖)

𝑥𝑖 = 1

если формула выполнима

вернуть 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

иначе

вернуть NO

Âðåìÿ ðàáîòû 𝒪(𝑁)

28 Задача о покрытии множествами

Ó íàñ åñòü íàáîð ìíîæåñòâ.
Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ, òàê, ÷òîáû ïîêðûòü âñå ýëåìåíòû.
Æàäíûé àëãîðèòì: íà êàæäîì øàãå âûáèðàåì ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïîêðûâàåò ìàêñèìàëü-

íîå êîëè÷åñòâî èç åùå íå ïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ.
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Лемма: Æàäíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ln n ïðèáëèæåííûì. (n - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå íàäî ïîêðûòü)

Доказательство: 𝑛𝑖 - êîëè÷åñòâî íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ ïîñëå øàãà i.
Õîòèì äîêàçàòü, ÷òî 𝑛𝑖 - óáûâàåò áûñòðî.
k - ðàçìåð îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ.
𝑖− 1→ 𝑖
𝑛𝑖 ≤ 𝑛𝑖−1(1 − 1

𝑘
) (íà êàæäîì øàãå ìû äîëæíû óìåòü ïîêðûâàòü õîòÿ áû 1/k ÷àñòü îò

îñòàâøèõñÿ.Òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó 𝑛𝑖−1 ìû ìîæåì ïîêðûòü k ìíîæåñòâàìè).
𝑛𝑖 ≤ 𝑛𝑖−1(1− 1

𝑘
) ≤ 𝑛𝑖−2(1− 1

𝑘
)2 ≤ . . . ≤ 𝑛(1− 1

𝑘
)𝑖 < 1⇔ (1− 1

𝑘
)𝑖 < 1

𝑛

1 + 𝑥 < 𝑒𝑥

(1− 1
𝑘
)𝑖 < (𝑒−

1
𝑘 ) = 𝑒−

𝑖
𝑘 = 𝑒

1
𝑖/𝑘

𝑒
1

𝑖/𝑘 = 1
𝑛

𝑖 = 𝑘 ln𝑛
�

29 Деревья поиска

Â ëåâîì ïîääåðåâå âñå ýëåìåíòû ìåíüøå êîðíÿ, â ïðàâîì - áîëüøå.
Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà.
Печать элементов: Ðàñïå÷àòàòü ëåâîå ïîääåðåâî, ðàñïå÷àòàòü íàñ, ðàñïå÷àòàòü ïðàâîå

ïîääåðåâî.
Âûâîä çà 𝒪(𝑁)⇒
Find/lowerBound/UpperBound 𝒪(ℎ)
Insert 𝒪(ℎ)
Min/Max 𝒪(ℎ)
Succ/Prev 𝒪(ℎ)
Delete 𝒪(ℎ)
Удаление
ëåãêî óäàëèòü ëèñò, âåðøèíó, ó êîòîðîé îäèí ðåáåíîê.
Ìåíÿåì ìåñòàìè íàñ ñ ñàìûì ïðàâûì â ëåâîì ïîääåðåâå è óäàëÿåì.

29.1 АВЛ-дерево

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû âûñîòà åå ïîääåðåâüåâ ðàçëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.
Лемма Âûñîòà ÀÂË-äåðåâà = 𝒪(log 𝑛)
Доказательство Â äåðåâå âûñîòû h ≥ 𝑐ℎ ýëåìåíòîâ.
áàçà h = 0
ïåðåõîä: ℎ− 1→ ℎ
êîëè÷åñòâî ≥ 1 + 𝑐ℎ−1 + 𝑐ℎ−2 ≥ 𝑐ℎ ⇐ 𝑐 + 1 ≥ 𝑐2

КОНЕЦ
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