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1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ãðóïïó èç òðèäöàòè ñòóäåí-
òîâ íà ïàðû è òðîéêè äëÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòû íàä êóðñîâûì ïðîåê-
òîì?

2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû íå òîëüêî ðàçáèâàåì òðèäöàòü ñòó-
äåíòîâ íà ïàðû è òðîéêè, íî åù¼ è âûäåëÿåì â êàæäîì êóðñîâîì
ïðîåêòå íåñêîëüêî ÷àñòåé òàê, ÷òî â ïàðàõ ñòóäåíòû ìîãóò ðàñïðå-
äåëèòü ýòè ÷àñòè ìåæäó ñîáîé äëÿ ðàáîòû íàä íèìè a2 ñïîñîáà-
ìè, à â òðîéêàõ � a3 ñïîñîáàìè. Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
ñîâåðøèòü äàííûå êîìáèíàòîðíûå äåéñòâèÿ, âûðàçèâ îòâåò ÷åðåç
ïîëèíîìû Áåëëà Bn,k.

3. Äîêàçàòü, ÷òî p2(n) < p(n2 + 2n) ïðè n ≥ 1.

4. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì Ôåððå ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáè-
åíèé ÷èñëà n ðîâíî íà k ÷àñòåé ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ÷èñëà
n+ k(k − 1)/2 ðîâíî íà k íåðàâíûõ ÷àñòåé.

5. Ïîêàçàòü èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
k è n→∞

pk(n) ∼
nk−1

k! (k − 1)!
.

Óêàçàíèå: Èñïîëüçîâàòü ñðàâíåíèå ÷èñëà pk(n) ñ êîëè÷åñòâîì ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xk = n, xi ≥ 1

ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, à òàêæå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî óïðàæ-
íåíèÿ.
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6. Ìàòðèöåé Pσ ïåðåñòàíîâêè σ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ áèíàðíàÿ ìàò-
ðèöà, â ëþáîé ñòðîêå è â ëþáîì ñòîëáöå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðîâ-
íî îäíà åäèíèöà. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé i-é ñòðîêè åäèíèöà ñòîèò â
ñòîëáöå, îòâå÷àþùåì σ(i). Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåñòàíîâêè

σ =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
ìàòðèöà Pσ èìååò âèä

P =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 .

Ïîñòðîèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ H(z) äëÿ
êîëè÷åñòâà an âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö Pσ. Ïîëó÷èòü ñ ïîìî-
ùüþ ýòîé ôóíêöèè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà an. Äàòü
êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîò-
íîøåíèÿ.

7. Ïîñòðîèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, îïèñûâàþ-
ùóþ êîëè÷åñòâî ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñòåïåíè 2.

8. Ïîñòðîèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, îïèñûâàþ-
ùóþ êîëè÷åñòâî ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñòåïåíè 2.

×èñëà Ëàõà Ln,k (Lah numbers) îïèñûâàþò êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàç-
áèòü n ðàçëè÷èìûõ îáúåêòîâ íà k íåïóñòûõ áëîêîâ, à çàòåì ëèíåéíî
óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû â êàæäîì áëîêå. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà Ëàõà
ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå

Ln,k =
(n− 1)!

(k − 1)!

(
n

k

)
=
n!

k!

(
n− 1

k − 1

)
, (1)

ïîñòðîèâ ïîëóýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

H(z, t) =
∞∑
n=0

zn

n!

n∑
k=0

tk · Ln,k.
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