
Òåìà �8. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìóëû
1. Äàâàéòå åùå ðàç âñïîìíèì îïðåäåëåíèå è êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
1)

F (x) = a0 + a1x+ a2
x2

2!
+ · · ·+ an

xn

n!
+ · · ·

G(x) = b0 + b1x+ b2
x2

2!
+ · · ·+ bn

xn

n!
+ · · ·

Ïóñòü F(x) è G(x) ýòî ïàðà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä
âèäà:

H(x) = c0 + c1x+ c2
x2

2!
+ · · ·+ cn

xn

n!
+ · · ·

cn =
n∑

i=0

(
n

i

)
aibn−i

2) Êîìáèíàòîðíûé ñìûñë ýòîé ôóíêöèè ñëåäóþùèé: ó íàñ åñòü n-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ñèäÿùèõ â àóäèòîðèè ñòóäåí-
òîâ). ß ðàçäåëÿþ ýòî ìíîæåñòâî íà 2 áëîêà, ò.å. ðàçäåëÿþ [n] íà äâà ðàçëè÷íûõ ïîä-
ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòûõ), òàêèõ, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå äàåò ìíå âñå n-ìíîæåñòâî.
Íàïðèìåð, ÿ ðàçáèâàþ ìíîæåñòâî ñèäÿùèõ â àóäèòîðèè ñòóäåíòîâ íà 2 ãðóïïû, 1-
þ îòïðàâëÿþ â 433-þ àóäèòîðèþ, à 2-þ � â 431-þ àóäèòîðèþ, è ýòè àóäèòîðèè ÿ
ðàçëè÷àþ. Çàòåì íàä ýëåìåíòàìè 1-ãî áëîêà, ñîäåðæàùåãî i ýëåìåíòîâ, ÿ ñîâåðøàþ
êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå ai ñïîñîáàìè. À íàä ýëåìåíòàìè 2-ãî áëîêà, ñîäåðæàùåãî
(n−i) ýëåìåíòîâ, âûïîëíÿþ âòîðîå êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå bn−i ñïîñîáàìè. Íàïðè-
ìåð, â ïåðâîì áëîêå ÿ âûáèðàþ îäíîãî ñòóäåíòà ai = i ñïîñîáàìè, ÷òîáû îí âûøåë ê
äîñêå, à âî âòîðîì áëîêå (431-ÿ àóäèòîðèÿ) � 2-õ ñòóäåíòîâ

(
n−i
2

)
ñïîñîáàìè, ÷òîáû

îíè ñõîäèëè â ó÷åáíûé îòäåë çà ìåëîì.
Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì i ÿ

(
n
i

)
ñïîñîáàìè âûáèðàþ i ñòóäåíòîâ â ïåðâóþ ïîä-

ãðóïïó, ñîâåðøàþ íàä íèìè êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå ai ñïîñîáàìè, à çàòåì íàä
îñòàâøèìèñÿ ñòóäåíòàìè 2-îé ïîäãðóïïû bn−i ñïîñîáàìè ñîâåðøàþ 2-å êîìáèíà-
òîðíîå äåéñòâèå, ñëåäîâàòåëüíî èìåþ

(
n
i

)
aibn−i cïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü. Íî ò.ê. i íà

ñàìîì äåëå íå ôèêñèðîâàíî, òî ìíå íóæíîå ïðîñóììèðîâàòü âñå ýòî äåëî îò 0 äî n,
îòêóäà è ïîóë÷àåòñÿ êîýôôèöèåíò cn.
3) Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê îáîáùèòü âñå ýòî äåëî íà ñëó÷àé k ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-

öèé. Ìíå ñåé÷àñ ïîíàäîáèòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì âñå ýòè ýêñïîíåíöèàëü-
íûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îäèíàêîâû è ðàâíû F (x). Òîãäà

H(x) = [F (x)]k = c0 + c1x+ c2
x2

2!
+ · · ·+ cn

xn

n!

cn =
∑

i1+···+ik=n,im≥0

(
n

i1

)(
n− i1
i2

)
· · ·
(
n− i1 − · · · − ik−1

ik

)
ai1 · · · aik
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Ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ i1 + · · · + ik = n â
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà ñëåäîâàèÿ ñëàãàåìûõ (ýòî çíà÷èò,
÷òî 1 + 2 + 1 6= 2 + 1 + 1).
Êîìáèíàòîðíûé ñìûñë: ÿ ðàçäåëÿþ n-ìíîæåñòâî íà k áëîêîâ, ðàçëè÷íûõ, ÷àñòü

êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïóñòûìè, íî îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàåò âñå n-ìíîæåñòâî. Êàê
ÿ ýòî äåëàþ? ß

(
n
i1

)
ñïîñîáàìè îòáèðàþ ýëåìåíòû â ïåðâûé áëîê,

(
n−i1
i2

)
ñïîñîáàìè

âî âòîðîé áëîê, ...,
(
n−i1−···−ik−1

ik

)
= 1 â k-é áëîê, à çàòåì â êàæäîì áëîêå ñîâåð-

øàþ äåéñòâèå aim êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ. Òîãäà cn ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
ñîâåðøèòü òàêèå äåéñòâèÿ.
2. Òåïåðü íåñêîëüêî óñëîæíèì çàäà÷ó, à èìåííî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî

áëîêîâ k, íà êîòîðûå ìû ðàçáèâàåì n-ìíîæåñòâî, çàðàíåå íå ôèêñèðóåòñÿ, ò.å. ìî-
æåò áûòü ëþáûì. Êàê áûòü â òàêîì ñëó÷àå? Êàçàëîñü áû, îòâåò î÷åâèäåí - íóæíî
âçÿòü è ïðîñóììèðîâàòü [F (x)]k ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿ k.
1) Êàê òîëüêî k ïåðåñòàåò áûòü ôèêñèðîâàííûì, òî ìû ñðàçó æå äîëæíû èñ-

êëþ÷èòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî â ðàçáèåíèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ïóñòûå áëîêè.
Ïî÷åìó? Ïîòîìó ÷òî ïðè íåôèêñèðîâàííîì k ìû ýòèõ ïóñòûõ áëîêîâ ìîæåì íàâ-
ñòàâëÿòü ñêîëüêî óãîäíî, è êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ ñòàíåò áåñêîíå÷íûì.
2) Êàê îáåñïå÷èòü ýòî ôîðìàëüíî? Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü a0 = 0, ò.å. ìû çàïðå-

ùàåì ñîâåðøàòü êàêèå-ëèáî êîìáèíàòîðíûå äåéñòâèÿ ñ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè.
Ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû ñ÷èòàåì ñóììó

∑+∞
k=0[F (x)]k, à çàòåì ñîáè-

ðàåì êîýôôèöèåíòû ïðè xn

n!
. Òîãäà ïðè a0 = 0: êàê òîëüêî k ñòàíåò áîëüøå n, òàê

ñðàçó F k(x) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïî÷åìó? Äà ïîòîìó, ÷òî

a1x+ a2
x2

2!
+ · · ·+ an

xn

n!
+ · · · ]k = xk[a1 + a2

x

2!
+ · · ·+ an

xn−1

n!
+ · · · ]k

è ïðè k > n âñå ýòè ÷ëåíû ðÿäà äàäóò íàì ñòåïåíè áîëüøå n, ñëåäîâàòåëüíî
èõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ∀ êîíêðåòíîãî n íàì äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü êîíå÷íóþ ñóììó

∑n
k=0[F (x)]k, ò.å. äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà cn

íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé.
3) Òåïåðü ìîæíî âñå òàê è îñòàâèòü. Íî áëîêè ó íàñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû, à íà

ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî èíòåðåñíåå ñëó÷àé, êîãäà áëîêè íåóïîðÿäî÷åíû. Ìû çíàåì, ÷òî
F k(x) ýòî ñëó÷àé ðàçáèåíèÿ íà k ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ áëîêîâ (ÿùèêîâ). Òîãäà
ìû çíàåì, ÷òî åñëè ó íàñ åñòü íåêîå k-ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (áëîêîâ),
òî ∃k! ñïîñîáîâ åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü (åñëè îíè, êîíå÷íî, íå ïóñòû, ò.å. âñå îíè
ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî îíè ðàçëè÷à-

þòñÿ). Êàê ñëåäñòâèå, èìååòñÿ Fk(x)
k!

ñïîñîáîâ ðàçáèòü n-ìíîæåñòâî íà k ëèíåéíî
íåóïîðÿäî÷åííûõ áëîêîâ.
Th1 (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà). Ïóñòü an � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîâåðøèòü

êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå íàä n - ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì (ò.å. íåóïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ). Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî a0 = 0. Ïóñòü cn ýòî
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü n - ìíîæåñòâî (ò.å. ïðåäñòàâèòü êàê íåóïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòî-
ðûõ äàåò âñå n - ìíîæåñòâî) íà çàðàíåå íå îïðåäåëåííîå ÷èñëî k áëîêîâ, à çàòåì âî
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âñåõ ýòèõ áëîêàõ ñîâåðøèòü êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå aim ñïîñîáàìè, ãäå im - ðàçìåð
m-ãî áëîêà (im ≥ 1. Ïîëîæèì c0 = 1 è îáîçíà÷èì F (x) è H(x) ýêñïîíåíöèàëüíûå
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an è cn ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

H(x) = eF (x) = 1 +
F (x)

1!
+

F 2(x)

2!
+ · · ·+ F n(x)

n!
+ · · ·

Ýòî è åñòü çíàìåíèòàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà.
3. Ïðèìåð. Â êîìíàòå íàõîäèòñÿ n äåòåé. Ýòè äåòè ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû (íåïó-

ñòûå, åñòåñòâåííî), è â ∃ óñòðàèâàþò õîðîâîä ñëåäóþùèì îáðàçîì: îäèí èç äåòåé
ñòàíîâèòñÿ â öåíòð êðóãà, à îñòàâøèåñÿ i − 1 äåòåé îáðàçóþò õîðîâîä. Ïðè ýòîì
õîðîâîä ìîæåò ñîñòîÿòü êàê èç íåñêîëüêèõ äåòåé, òàê è èç îäíîãî ðåáåíêà, ñîåäè-
íèâøåãî ðóêè. Íî ïðè ýòîì â öåíòðå êàæäîãî õîðîâîäà îäèí ðåáåíîê ñòîÿòü îáÿçàí.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü? 1) Ñîñ÷èòàåì ai. Î÷åâèäíî, ÷òî a0 = a1.
ai = i(i− 2)! - ÿ i ñïîñîáàìè ìîãó ìîãó âûáðàòü ðåáåíêà è ïîñòàâèòü åãî â öåíòð è
(i− 2)! ñïîñîáàìè ðàññòàâèòü îñòàâøèõñÿ äåòåé ïî êðóãó. 2) Òîãäà

F (x) = x2 +
x3

2
+

x4

3
+ · · · = x(x+

x2

2
+

x3

3
+ · · · ) = xln

1

1− x

Òàê êàê:

(ln
1

1− x
)′ = −((ln(1− x))′ = (−1) −1

1− x
=

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · ⇒

∫
(ln

1

1− x
)′ dx = x+

x2

2
+

x3

3
+ · · ·+ xn

n
+ · · ·

3) Íàêîíåö, H(x) = eF (x) = exln(
1

1−x
) = eln(

1
1−x

)x = 1
(1−x)x

4) Îòâåò ïîëó÷èëè, íî ÷òî ñ íèì òåïåðü äåëàòü? Êàê èç íåãî âûòàùèòü êîýôôè-
öèåíò cn?
4. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ëåãêî ñäåëàòü, êàê â îáùåì, òàê è â ýòîì ñëó÷àå.
1) Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ôîðìóëó H(x) = eF (x) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå ïî x:

H ′(x) = eF (x)F ′(x) = H(x)F ′(x) ⇐⇒

c1 +
c2
1!
x+

c3
2!
x2 + · · ·+ cn+1

n!
xn + · · ·+ =

= (c0 +
c1
1!
x+

c2
2!
x2 + · · ·+ cn

n!
xn + · · ·+)(a1 +

a2
1!
x+

a3
2!
x2 + · · ·+ an+1

n!
xn + · · ·+)

2) Íî êàê ïåðåìíîæàòü äâå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ìû óæå çíàåì:

cn+1 =
n∑

i=0

(
n

i

)
ai+1cn−i ⇐⇒ ai+1 = cn+1 −

n−1∑
i=0

(
n

i

)
ai+1cn−i

5. Äàâàéòå ñðàçó îáîáùèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôîðìóëó.
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1) Â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìóëå ìû ðàçáèâàåì n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà íåóïî-
ðÿäî÷åííûå áëîêè, ñîâåðøàåì êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå aim ñïîñîáàìè íàä ýëåìåí-
òàìè m - ãî áëîêà, à ñàìè áëîêè íå òðîãàåì.
2) Åñëè æå ìû òåïåðü çàõîòèì ñîâåðøèòü âòîðîå êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå íàä

k áëîêàìè bk ñïîñîáàìè, òî ïðè ∀ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿ k ïîëó÷èì bk
k!
F k(x)

ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü. Ñóììèðóÿ ïî âñåì k ïîëó÷èì H(x) = G(F (x)), ãäå

G(x) = b0 + b1x+ b2
x2

2!
+ · · ·+ bn

xn

n!
+ · · ·

6. Ïðèìåð. Íàéòè êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ëþäåé â öåïî÷êè (ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà), à çàòåì ðàññòàâèòü ýòè öåïî÷êè â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå.
Íàïðèìåð:

1) Èìååòñÿ ai = i! ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü i ëþäåé â öåïî÷êè è bk = (k− 1)! ñïîñîáîâ
ðàññòàâèòü k áëîêîâ ïî êðóãó

F (x) =
1

1− x
,G(x) = ln

1

1− x
+ 1

2) Òîãäà:

H(x) = 1+ln
1

1− 1
1−x

= 1+ln
1− x

1− 2x
= 1+ln(1−x)+ln

1

1− 2x
= 1−ln 1

1− x
+ln

1

1− 2x
⇒

⇒ c0 = 1, cn = 2n(n− 1)!− (n− 1)! = (2n − 1)(n− 1)!

3) Ïîñêîëüêó îòâåò ïîëó÷èëñÿ ïðîñòûì, òî ìî ìîæíî ïðèäóìàòü è ïðîñòîå êîìáè-
íàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî. À èìåííî, ðàññòàâèì n ëþäåé â êðóã (n−1)! ñïîñîáàìè. Â
êàæäîì èç n ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ëþäüìè ìîæíî ëèáî ïðîâåñòè, ëèáî íå ïðîâåñòè
÷åðòó, äåëÿùóþ èõ íà ëèíåéíûå öåïî÷êè, íî ïðè ýòîì îäíà ÷åðòà âñåãäà äîëæíà
áûòü, èòîãî 2n − 1 ñïîñîáîâ.
7. Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû óæå íàáëþäàëè 3 ðàçíûõ, íî î÷åíü âàæíûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àÿ êîìïîçèöèîííîé ôîðìóëû:
1) bn = 1∀n = 0, 1, 2, · · · � ýòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà, è H(x) = eF (x). Îíà

îçíà÷àåò, ÷òî ñ áëîêàìè ìû êîìáèíàòîðíûõ äåéñòâèé íå ñîâåðøàåì. 2) bn = n!∀n =
0, 1, 2, · · · � ýòî ñëó÷àé, êîãäà ìû áëîêè ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåì. Â ýòîì ñëó÷àå

H(x) = 1 + F (x) + F 2(x) + · · ·+ F n(x) + · · · = 1

1− F (x)
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3) bn = (n − 1)!∀n = 1, 2, 3 · · · , b0 = 1 � ýòî ñëó÷àé, êîãäà ìû áëîê öèêëè÷åñêè
óïîðÿäî÷èâàåì:

H(x) = 1 + F (x) +
F 2(x)

2
+

F 3(x)

3
+ · · ·+ F n(x)

n
+ · · ·+ = 1 + ln

1

1− F (x)

8. Íó õîðîøî. Õîðîâîäû, öåïî÷êè, ýòî âñå î÷åíü ìèëî. Íà ñàìîì äåëå ïðè ïîìî-
ùè êîìïîçèöèîííîé ôîðìóëû ìîæíî ðåøàòü ìíîæåñòâî âàæíûõ è íåòðèâèàëüíûõ
çàäà÷.
Âàæíûé ïðèìåð �1. Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ (áåç ïåòåëü è êðàò-

íûõ ðåáåð) íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ðàçëè÷èìûõ âåðøèí.
1) ×òî òàêîå ïîìå÷åííûé ãðàô? Ýòî ìíîæåñòâî [n] âåðøèí, ëþáàÿ ïàðà êîòîðûõ

ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà èëè íå ñîåäèíåíà ðåáðîì. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîçìîæíûõ
ïàð âåðøèí? Î÷åâèäíî, ÷òî

(
n
2

)
ïàð âåðøèí. Òîãäà ëþáîé ãðàô ýòî åñòü íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà ïàð âåðøèí. Íàïðèìåð, ïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó ñî-
îòâåòñòâóåò ãðàô èç n èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, à ïîäìíîæåñòâó èç ðîâíî

(
n
2

)
âåðøèí

- ïîëíûé ãðàô Kn.
2) Ìû çíàåì, ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ ó äàííîãî ìíîæåñòâà, ñëå-

äîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî âñåõ ãðàôîâ cn =
(
n
2

)
3) Çàäà÷à: íàéòè, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ an.

Áîëåå èëè ìåíåå ïîíÿòíî, ÷òî ò.ê. ëþáîé ãðàô ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè, òî çí÷èò ÷èñëà an è cn äîëæíû áûòü êàê-òî ñâÿçàíû. Êàê?
4) Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ n - ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî - ìíîæå-

ñòâî âåðøèí. Ïóñòü an ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü íà n âåðøèíàõ îäíîñâÿç-
íûé ãðàô. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ëþáîé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç k îäíîñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ n ìíîæåñòâà [n] íà k íåïóñòûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ
áëîêîâ è ïîñòðîåíèè íà êàæäîì èç ýòèõ áëîêîâ ðàçìåðîì im ñâÿçíîãî ãðàôà. Êî-
ëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü òàêîé îäíîñâÿçíûé ãðàô = aim . Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
ïîñòðîèòü k - ñâÿçíûé ãðàô =

=
1

k!

∑
i1+···+ik=n,im≥1

n!

i1! · · · ik
ai1 · · · aik ⇒

⇒ H(x) = c0 + c1x+ c2
x2

2!
+ · · ·+ cn

xn

n!
+ · · · = eF (x) = ea0+a1x+a2

x2

2!
+···+an

xn

n!
+···

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàíåå âûâåäåííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ cn+1:

cn+1 =
n∑

i=0

(
n

i

)
ai+1cn−i ⇐⇒ ai+1 = cn+1 −

n−1∑
i=0

(
n

i

)
ai+1cn−i

ãäå cn = 2(
n
2)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð
Âàæíûé ïðèìåð �2
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1) Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ó íàñ bn = 1. À äàâàéòå òåïåðü ðàññìîòðèì
ñàìûé ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà a0 = 0, ai = 1∀i = 1, 2, . . .. ×åìó îí ñîîòâåòñâóåò?
2) Ìû áåðåì n-ýëåìåòíîå ìíîæåñòâî, ðàçáèâàåì åãî íà íåïóñòûå íåóïîðÿäî÷åííûå

áëîêè - è âñå, ìû ñ íèìè ñàìèìè íè÷åãî íå äåëàåì, íè ñ ýëåìåíòàìè â íèõ íè÷åãî
íå äåëàåì. Íî: ìû ñ òàêîé çàäà÷åé óæå ñòàëêèâàëèñü � ÷èñëî ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî
= Bn � ÷èñëà Áåëëà. Òàê âîò, èç îáùåé òåîðèè ñðàçó æå ïîëó÷àþòñÿ:
à) Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Áåëëà:

H(x) = B0 +B1x+B2
x2

2!
+ . . . = ee

x−1

á) Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Áåëëà:

Bn+1 =
n∑

i=0

(
n

i

)
Bi

10. Íî, ïîìíèòñÿ, ÷òî ìû ìîãëè ðåøàòü è áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó � ìû óìååì
îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðîâíî íà k áëîêîâ. È
ýòî êîëè÷åñòâî � ÷èñëà S(n, k) =

{
n
k

}
Ñòèðëèíãà 2-ãî ðîäà. Âîïðîñ: ìîæíî ëè èõ

ïîëó÷èòü èç ýòîé òåîðèè? Èç ýòîé æå ñåðèè: à ìîæíî ëè íàéòè êîëè÷åñòâî ãðàôîâ,
èìåþùèõ ðîâíî k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè?
1) Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî, è äåëàòü ýòî íóæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðíåìñÿ ê

êîìïîçèöèîííîé ôîðìóëå è â êà÷åñòâå bk âîçìüìåì tk, ãäå t ýòî íåêîòîðûé ïàðàìåòð.
Ýòîò âûáîð îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ìå ïðèïèñûâàåì ∀ ðàçáèåíèþ, ñîäåðæàùåìó ðîâíî
k áëîêîâ âåñ (èëè ìåòêó) tk.
2) Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì:

H(x) = 1 + t1
F 1(x)

1!
+ t2

F 2(x)

2!
+ · · ·+ tk

F k(x)

k!
+ · · · = H(x, t) =

= c0 + c1(t)x+ c2t
x2

2!
+ · · ·+ cn(t)

xn

n!
+ · · ·

ãäå

cn(t) =
n∑

k=0

c(n, k)tk; c(0, 0) = 1; c(n, 0) = 0∀n > 0

3) Î÷åâèäíî, cn(1) = cn � âîçâðàùàåìñÿ ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìóëå
Äàëåå, c(n, 1) = an � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî è ñîâåð-
øèòü íàä íèì êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå
Òîãäà êîìáèíàòîðíûé ñìûñë c(n, k) ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü n - ýëåìåíò-

íîå ìíîæåñòâî, ðàçáèòü åãî ðîâíî íà k áëîêîâ (íåóïîðÿäî÷åííûõ íåïóñòûõ áëîêîâ,
îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàåò âñå n - ìíîæåñòâî) ðàçìåðîì i1, . . . , ik è â ∀m-ì áëîêå
ðàçìåðà im ñîâåðøèòü êîìáèíàòîðíîå äåéñòâèå �1 aim ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Ïðè ýòîì

cn = cn(1) =
n∑

k=0

c(n, k)
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4) Åùå ðàç:

H(x, t) = 1 + t1
F 1(x)

1!
+ t2

F 2(x)

2!
+ · · ·+ tk

F k(x)

k!
+ · · · = H(x, t) =

H(x) = 1 + t1H1(x) + t2H2(x) + · · ·+ tkHk(x) + · · · , Hk(x) =
F k(x)

k!

Ôîðìàëüíî: H(x, 1) = H(x) = 1 + F (x) + F 2(x)
2!

+ · · ·+ Fk(x)
k!

+ · · · = eF (x) ⇐⇒

F (x) = lnH(x)

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî Hk(x) =
Fk(x)
k!

= 1
k!
[lnH(k)]k, ò.å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç H(x). Ïðè

ýòîì ò.ê.

Hk(x) =
∑
n≥0

c(n, k)
xn

n!
, òî

ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ôîðìàëüíî âûðàæàþùóþ c(n, k) ÷åðåç cn:∑
n≥0

c(n, k)
xn

n!
=

1

k!
[ln(c0 + c1x+ c2

x2

2!
+ · · ·+ cn

xn

n!
+ · · · ]k)

5) Åùå îäíî ôîðìàëüíîå ðàâåíñòîâî:

H(x, t) = 1 + t1
F 1(x)

1!
+ t2

F 2(x)

2!
+ · · ·+ tk

F k(x)

k!
+ · · · = etF (x) = [eF (x)]t = [H(x)]t

6) Ïðèìåð � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà:

F (x, t) = et(e
x−1)
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