
Äîìàøíåå çàäàíèå 6. 09.10.14
1(2 áàëëà). Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìåòðèêîé d.

Íàçîâåì sup
x,y∈A

d(x, y) äèàìåòðîì ìíîæåñòâà A, îáîçíà÷èì äèàìåòð A ÷åðåç diam(A).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � êîìïàêò â X, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè x è y èç K òàêèå, ÷òî
diam(K) = d(x, y).

2(1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} òî÷åê â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
+∞∑
i=2

d(xi, xi−1) < +∞ (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì zn =
n∑

i=2

d(xi, xi−1) îãðàíè÷åíà), òî {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

3.(1 áàëë) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ìåòðèêîé d(i, j) = 1, i 6= j.
Äîêàæèòå, ÷òî K ⊂ N � êîìïàêò â ýòîé ìåòðèêå åñëè, è òîëüêî åñëè K � êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî.

4. Ïóñòü X, Y � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà â Rn ñî ñòàíäàðòíîé ýâêëèäîâîé
ìåòðèêîé d. Ïðàâäà ëè, ÷òî

à)(2 áàëëà) d(X, Y ) > 0, åñëè X è Y � çàìêíóòûå?
á)(2 áàëëà) d(X, Y ) > 0, åñëè X � êîìïàêò, à Y � çàìêíóòîå?
Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X,

åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X cóùåñòâóåò y ∈ Y : d(x, y) < ε.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, ïðè÷åì

A ⊂ B. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ â B, åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ B cóùåñòâóåò
a ∈ A : d(a, b) < ε.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ε-ðàçäåëåííûì, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ ðàçíûìè òî÷êàìè èç A áîëüøå ëèáî ðàâíî ε.

5(1 áàëë). Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ ε-ñåòü â X, à B � 2ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî â X.
Äîêàæèòå, ÷òî B òîæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â B íå
áîëüøå ÷åì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A.


