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Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ

De�nition
(Ýëåìåíòàðíûé) òîïîñ � ýòî êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû, êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ Ω è äëÿ
ëþáîãî A ýêñïîíåíòà ΩA.

Ïðèìåðû òîïîñîâ:
I Êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ.
I Ýôôåêòèâíûé òîïîñ.
I Ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ ïîäõîäÿùåãî ÿçûêà.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ

Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ â êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ

Proposition

Â ëþáîé êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ ñóùåñòâóåò êëàññèôèêàòîð

ïîäîáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ó íàñ äîëæíà áûòü áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîäîáúåêòîâ
îáúåêòà A è Hom(A,Ω). Íî ïî ëåììå Éîíåäû äîëæíî áûòü
âåðíî Ωa = Hom(ya,Ω). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
Ωa êàê ìíîæåñòâî ïîäîáúåêòîâ ya. Íà ìîðôèçìàõ îí áóäåò
äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ω(f : a→ b)(x ↪→ yb) = yf −1(x) ↪→ ya. Ìîðôèçì true : 1→ Ω
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîðôèçì, âûáèðàþùèé íà êàæäîì a
ìàêñèìàëüíûé ïîäîáúåêò ya.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ

Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ â êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ Ω äëÿ ëþáîãî ïîäîáúåêòà f : x ↪→ ya
ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé ìîðôèçì χf : ya→ Ω, òàêîé ÷òî
ñëåäóþùèé êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ïóëáýêîì:
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Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ

Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ â êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ åñòü ïðîèçâîëüíûé ïóëáýê êàê íà äèàãðàììå
ñïðàâà:

b−1(A) //
� _
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��
ya

b
// B g
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî b : ya→ B äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî
g ◦ b = χb−1(f ). Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ìîðôèçìà g
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî íà ëþáîì ýëåìåíòå b ìîðôèçìîì f , è,
ñëåäîâàòåëüíî, îí äîëæåí áûòü óíèêàëåí. Áîëåå òîãî,
õàðàêòåðèçàöèÿ, îïèñàíàÿ âûøå, òàêæå ñëóæèò åãî
îïðåäåëåíèåì, òî åñòü îí ñóùåñòâóåò.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ýôôåêòèâíûé òîïîñ

×àñòè÷íûå êîìáèíàòîðíûå àëãåáðû

I ×àñòè÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ àëãåáðà � ýòî ìíîæåñòâî A
âìåñòå ñ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé · : A× A→ A, òàêîå ÷òî
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû k, s ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

k · x · y = x

s · x · y · z = x · z · (y · z)

I ×àñòè÷íàÿ êîìáèíàòîðíàÿ àëãåáðà � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ
ìîäåëü íåòèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ.

I Ïðèìåð: A � ìíîæåñòâî íåòèïèçèðîâàííûõ ëÿìáäà òåðìîâ
ïî îòíîøåíèþ βη-ýêâèâàëåíòíîñòè, · � àïïëèêàöèÿ.

I Ïðèìåð: A = N, n ·m = ϕ(n)(m), ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ
íóìåðàöèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ýôôåêòèâíûé òîïîñ

Ñáîðêè

I A-ñáîðêà � ýòî ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ îòíîøåíèåì  íà
A× X , òàêèì ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò a ∈ A,
òàêîé ÷òî a  x , è, åñëè a  x è a  y , òî x = y .

I Ìîðôèçì A-ñáîðîê X è Y � ýòî ôóíêöèÿ f : X → Y , òàêàÿ
÷òî ñóùåñòâóåò r ∈ A, ðåàëèçóþùèé f , òî åñòü åñëè a  x ,
òî r · a  f (x).

I Êàòåãîðèÿ A-ñáîðîê íå ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì (íî ÿâëÿåòñÿ
êâàçèòîïîñîì).

I Ýòó êàòåãîðèþ ìîæíî ðàñøèðèòü, ïîëó÷èâ òîïîñ.
I Òàêîé òîïîñ, êîãäà A � âòîðîé ïðèìåð ñ ïðåäûäóùåãî
ñëàéäà, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì òîïîñîì.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ

ßçûê

I Åñëè ìû äîáàâèì â ÿçûê ñ çàâèñèìûìè òèïàìè
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî êîíñòðóêöèé, òî åãî
ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ (ïî÷òè) áóäåò òîïîñîì.

I Êîíêðåòíî, íàì íóæíî äîáàâèòü âñåëåííóþ óòâåðæäåíèé
Prop è ïðàâèëî, êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî îíà ñîäåðæèò âñå
óòâåðæäåíèÿ.
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Ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ

Çàìêíóòîñòü âñåëåííîé

I Îáû÷íî åùå äîáàâëÿþò ïðàâèëà, êîòîðûå ãîâîðÿò, ÷òî
âñåëåííàÿ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé:
êîíúþíêöèé, äèçúþíêöèé, è òàê äàëåå.

I Åñëè ìû äîáàâëÿåì ïðàâèëî, êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî îíà
çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âñåõ óòâåðæäåíèé, òî ýòî íå íóæíî
äåëàòü.

I Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîì òîïîñå ìîæíî
ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü òàêèå ïðàâèëà.
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Ñèíãëòîíû

I Äëÿ ëþáîãî A ñóùåñòâóåò ìîðôèçì {−}A : A→ ΩA, î
êîòîðîì ìîæíî äóìàòü òàê, ÷òî êàæäîìó a èç A îí
ñîïîñòàâëÿåò ïðåäèêàò A→ Ω, êîòîðûé âåðåí òîëüêî íà a.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äóìàòü î ïðåäèêàòå êàê î
ïîäìíîæåñòâå, òî îí âîçâðàùàåò ñèíãëòîí � ïîäìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà.

I Ýòîò ìîðôèçì ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êàððèðîâàíèå
χ∆ : A× A→ Ω, ãäå ∆ : A ↪→ A× A � äèàãîíàëü.

I Òàêèì îáðàçîì, χ∆ � ýòî ïðîñòî ïðåäèêàò ðàâåíñòâà.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ñâîéñòâà ñèíãëòîíîâ

Proposition

Ìîðôèçì {−}A : A→ ΩA ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, âî âíóòðåííåì ÿçûêå {−}A ìîæíî îïèñàòü êàê
λxy .χ(y = x). Ïóñòü x , x ′ : A � òàêèå, ÷òî
(λy .χ(y = x)) = (λy .χ(y = x ′)). Ïîäñòàâëÿÿ y = x , ïîëó÷àåì
χ(x = x) = χ(x = x ′). Íî ðàâåíñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèÿ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïîäîáúåêòîâ, òî åñòü âåðíî
óòâåðæäåíèå x = x ↔ x = x ′. Ëåâàÿ ôîðìóëà âåðíà ïî
ðåôëåêñèâíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî âåðíà ïðàâàÿ, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Äåêàðòîâà çàìêíóòîñòü

Proposition

Ëþáîé òîïîñ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû îïðåäåëèì ýêñïîíåíòó BA òàê æå êàê è â Set, òî åñòü ÷åðåç
ãðàôèêè ôóíêöèé. Êîíêðåòíî, BA áóäåò ïîäîáúåêòîì ΩA×B ,
ñîñòîÿùèì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäèêàòîâ.

BA = {f : A×B → Ω | (λa : A.χ(∃!(b : B)χ−1(f (a, b)))) = trueA}

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäèêàò ∃! ÿâëÿåòñÿ âûðàçèìûì:

∃!(b : B)ϕ(a, b) = χ−1(λa : A.χ({−}B)(λb : B.χ(ϕ(a, b))))



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè òîïîñîâ

Proposition

Åñëè A � íåêîòîðûé îáúåêò òîïîñà C, òî C/A òàêæå ÿâëÿåòñÿ

òîïîñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî â C/A ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå ïðåäåëû.
Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî êàê
ΩA = A∗(Ω). Ïîäîáúåêòû íåêîòîðîãî (B, pB) ∈ C/A � ýòî
ïðîñòî ïîäîáúåêòû B â C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ó íàñ åñòü
áèåêöèÿ HomC(B,Ω) ' HomC/A((B, pB),ΩA). Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ΩA ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàòîðîì ïîäîáúåêòîâ â C/A.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè òîïîñîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî (B, pB) ∈ C/A

ñóùåñòâóåò Ω
(B,pB)
A ∈ C/A. Äëÿ òàêîãî îáúåêòà äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: HomC/A(X ,Ω
(B,pB)
A ) '

HomC/A(X ×A (B, pB),ΩA) ' HomC(X ×A B,Ω). Íî ìîðôèçìû
X ×A B → Ω � ýòî ïðîñòî ïîäîáúåêòû X ×A B . Íî ýòîò îáúåêò
ñàì ÿëâÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì X × B . Òàêèì îáðàçîì, ýòî
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òåõ ìîðôèçìîâ p : X × B → Ω, êîòîðûå
çàäàþò ïîäîáúåêò, ñîäåðæàùèé X ×A B .



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè òîïîñîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü q : X × B → Ω, q = χX×AB . Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî
îïèñàòü êàê {p : X × B → Ω | (λt : X × B.p(t) ∧ q(t)) = p}.
Èëè êàê {p′ : X → ΩB | (λx : X .λb : B.p′(x)(b) ∧ q(x , b)) = p′}.
Èëè êàê ìíîæåñòâî p′ : X → ΩB , òàêèõ ÷òî
〈p′, pX 〉 : X → ΩB × A óðàâíèâàåò ñòðåëêè f , g : ΩB × A→ ΩB ,
ãäå f = π1 è g = (λ(s, a)b.s(b) ∧ pB(b) = a). È, ñëåäîâàòåëüíî,
êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ
HomC/A(X ,A∗(ΩB)). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

Ω
(B,pB)
A êàê óðàâíèòåëü f è g .



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Ðåãóëÿðíîñòü òîïîñîâ

I Ëþáîé òîïîñ � ðåãóëÿðíàÿ êàòåãîðèÿ.
I Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîïîçèöèîíàëüíîå
îáðåçàíèå ÷åðåç Ω:

‖A‖ =
∏
X :Ω

(A→ X )→ X

I Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ‖ − ‖ è Σ
îáû÷íûì îáðàçîì.

I Ñòàáèëüíîñòü îòíîñèòåëüíî ïóëáýêîâ ñëåäóåò èç
ñòàáèëüíîñòè Ω, Π è Σ.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Îïåðàöèè íàä ïîäîáúåêòàìè

I Èñïîëüçóÿ Ω, ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàòü íàèìåíüøèé ïîäîáúåò
è îáúåäèíåíèå ïîäîáúåêòîâ.

I Ñäåëàåì ýòî ñíà÷àëà äëÿ òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà.
I Ïóñòü A è B � ïîäîáúåêòû òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà, òîãäà
îïðåäåëèì èõ îáúåäèíåíèå êàê

A ∪ B =
∏
X :Ω

(A→ X )→ (B → X )→ X .

I Ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàòü ñòðåëêó A→ A ∪ B , êîíêðåòíî,
λaXfg .f a. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðåëêà B → A ∪ B .

I Òåïåðü, åñëè C � ïîäîáúåêò òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà è
f : A→ C , g : B → C , òî ñóùåñòâóåò ñòðåëêà A ∪ B → C ,
êîíêðåòíî, λd .d C f g .



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Êîãåðåíòíîñòü òîïîñîâ

I Íà÷àëüíûé ïîäîáúåêò êîíñòðóèðóåòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì: 0 =

∏
X :Ω

X .

I Àíàëîã÷èíî äëÿ ëþáîãî ïîäîáúåêòà C ñóùåñòâóåò ñòðåëêà
0→ C , êîíêðåòíî λd .d C .

I Åñëè X � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ýòè
îïåðàöèè íàä ïîäîáúåêòàìè X .

I Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê C/X ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì, òî â íåì
ýòè îïåðàöèè îïðåäåëåíû äëÿ òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà. Íî
òåðìèíàëüíûé îáúåêò â íåì � ýòî X .

I Ýòè îïåðàöèè ñòàáèëüíû îòíîñèòåëüíî ïóëáýêîâ ïî
àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì.



Îïðåäåëåíèå òîïîñîâ Ñâîéñòâà òîïîñîâ

Êîíå÷íûå êîïðåäåëû

I Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé òîïîñ � êîãåðåíòíàÿ êàòåãîðèÿ, à
çíà÷èò â íåì ñóùåñòâóåò íà÷àëüíûé îáúåêò.

I Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïóøàóòîâ.
I Ïóñòü f : A→ B è g : A→ C .
I Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü B qA C êàê ïîäîáúåêò

ΩB × ΩC , ñîñòîÿùèé èç (p, q), óäîâëåòâîðÿþùèõ

(∃(b : B)(p = {b}B) ∧ q = λc.χ(∃(a : A)(g a = c))) ∨ (. . .)}.


	 
	 
	 
	 

	 

