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×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ?

Îáùàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè: íàéòè äëÿ ôóíêöèè f : D → R òàêóþ òî÷êó x∗,
÷òî

f (x) ≥ f (x∗) ∀x ∈ D

èëè ïî çàäàííîìó ε òàêóþ òî÷êó xε, ÷òî

f (xε) ≤ f (x∗) + ε

èëè
||xε − x∗|| ≤ ε.
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×òî èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ?

Îáùèå çàêîíîìåðíîñòè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è èõ ñâîéñòâà
(àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü)
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Î ÷åì êóðñ?

Îñíîâíîå íàïðàâëåíèå êóðñà � âûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ, îñíîâíûå òåìû:

Ìåòîäû áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè (ãðàäèåíòíûé/ñóáãðàäèåíòíûé ñïóñê,
ñëó÷àéíûé ïîèñê, ìåòîä Íüþòîíà) è èõ àíàëèç

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ìåòîäû óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (ñèìïëåêñ-ìåòîä, ïðîåêòèâíûé
ãðàäèåíòíûé ñïóñê, ìåòîä ýëëèïñîèäîâ, ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè) è èõ
àíàëèç

Íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå îáîáùåíèÿ: ñòîõàñòè÷åñêèå è ïîêîîðäèíàòíûå
âàðèàíòû ìåòîäîâ
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Îñíîâíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D (äèñêðåòíîñòü, ñâÿçíîñòü, âûïóêëîñòü)

Ñâîéñòâà ôóíêöèè f (íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü, âûïóêëîñòü)

Äîñòóïíûå ê èçìåðåíèþ âåëè÷èíû

Çíà÷åíèÿ f è å¼ ïðîèçâîäíûõ

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè: ïðîåêöèÿ íà D, îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê D
è ò. ï.
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Âèäû àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè

Òî÷íûå: àëãîðèòì çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé
ïîëó÷àåò çíà÷åíèå x∗

Ïðèáëèæåííûå: äëÿ íåêîòîðîãî γ ≥ 0 è ëþáîãî ε > γ àëãîðèòì çà
êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé ïîëó÷àåò xε òàêîå, ÷òî

||xε − x∗|| ≤ ε èëè f (xε)− f (x∗) ≤ ε

Àñèìïòîòè÷åñêèå: àëãîðèòì ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ D òàêóþ,
÷òî

xk → x∗ èëè f (xk)→ f (x∗)
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Êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ

Ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f

Äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ íå ðàçðåøèìû ïîëèíîìèàëüíî

Èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì òî÷íûå àëãîðèòìû

Îñíîâíûå òåìû: îïòèìèçàöèÿ íà ãðàôàõ, ìàòðîèäû, ñóáìîäóëÿðíûå
ôóíêöèè è ò. ä.
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Âûïóêëàÿ îïòèìèçàöèÿ

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f

Âûïóêëîå ìíîæåñòâî D (âàæíî: âûïóêëîñòü èñêëþ÷àåò äèñêðåòíîñòü)

Èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, èíîãäà òî÷íûå
(ñèìïëåêñ-ìåòîä)

Âñå ìåòîäû èìåþò ñõîäèìîñòü ïî ε íå õóæå O(1/
√
ε), êîëè÷åñòâî

âû÷èñëåíèé íà îäíó èòåðàöèþ ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà
ïðîñòðàíñòâà

Îñíîâíûå òåìû: ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, äâîéñòâåííîñòü,
ãðàäèåíòíûé ñïóñê è ïðî÷åå
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Çàìå÷àíèÿ

Ñëåäóþùèå ìåòîäû òàêæå ðàñïðîñòðàíåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷
îïòèìèçàöèè:

Ìåòîä îòæèãà/ãåíåòè÷åñêèå ìåòîäû: â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
çàäà÷, ãäå íåïðèìåíèìû äðóãèå ìåòîäû. Íå èìåþò ãàðàíòèé ðåçóëüòàòà.

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö: òàêæå èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà áîëüøå íå÷åãî
ïðèìåíèòü, îäíàêî èìååò ãàðàíòèþ ñõîäèìîñòè, õîòü è ìîæåò ïðè ýòîì
î÷åíü äîëãî èñêàòü îòâåò.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: èçíà÷àëüíî çàäóìàíî äëÿ
îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ, îäíàêî â ïîñëåäñòâèè íàøëî ïðèìåíåíèå â
ãîðàçäî áîëüøåì êëàññå çàäà÷.
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Ïðîñòàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ïóñòü D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : D → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷à

ìèíèìèçèðîâàòü f (x), x ∈ D

èñòîðè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèÿ îáùåãî âèäà.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè
(òåîðåìà Ôåðìà)

∇f (x) = 0D.
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Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè

Ïóñòü D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : D → R, g : D → Rm �
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Çàäà÷à

ìèíèìèçèðîâàòü f (x), x ∈ D
ïðè óñëîâèè g(x) = 0m

âïåðâûå áûëà èçó÷åíà Ëàãðàíæåì, ïîçäíåå â 20 âåêå îáîáùåíà äî çàäà÷ ñ
îãðàíè÷åíèåì â âèäå íåðàâåíñòâ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûñòðîåíà
ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè.
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Äâå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

ìàêñèìèçèðîâàòü P{y | x},

ãäå P{y | x} � âåðîÿòíîñòü y ïðè óñëîâèè x , x � ïîäëåæàùèå îöåíêè
ïàðàìåòðû ñèñòåìû, x � íàáëþäàåìûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà:

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),

ãäå F (x) = EωF (x , ω).

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íè ôóíêöèÿ f , íè F
çàðàíåå íå èçâåñòíû, åñòü òîëüêî âîçìîæíîñòü èçìåðèòü F (x , ω) ñî
ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèåé ω.
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Çàäà÷è òðåêèíãà

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fk : D → R, èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè
ìèíèìóìà x∗k , x

∗
k+1 ôóíêöèé fk è fk+1 îòëè÷àþòñÿ íå ñèëüíî, çàäà÷à òðåêèíãà

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk , ÷òî äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò K : ∀k ≥ K âûïîëíÿåòñÿ

||xk − x∗k || ≤ ε.

Ïðèìåð: îòñëåæèâàíèå ïîëîæåíèÿ äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå ïî
âèäåîñúåìêå.
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Ñåäëîâûå çàäà÷è

Îïòèìèçàöèÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ:

ìèíèìèçèðîâàòü max
y

f (x , y)

Òåîðèÿ èãð: äâà èãðîêà õîäÿò îäíîâðåìåííî, ïåðâûé ìîæåò âûáèðàòü èç
ìíîæåñòâà X , âòîðîé � èõ ìíîæåñòâà Y . Ïóñòü f : X × Y → R, f (x , y) �
ïëàòà ïåðâîãî èãðîêà âòîðîìó ïðè óñëîâèè, ÷òî îí âûáðàë x , à åãî ñîïåðíèê
� y . Çàäà÷à ïåðâîãî èãðîêà:

ìèíèìèçèðîâàòü max
y

f (x , y).

Çàäà÷à âòîðîãî èãðîêà:

ìàêñèìèçèðîâàòü min
x

f (x , y)
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Âàðèàöèîííûå çàäà÷è

Ïóñòü f , g : D × U → R. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è îáû÷íî çàêëþ÷àþòñÿ â
íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå êðèâûõ è
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà íàïðèìåð ñëåäóþùèì îáðàçîì

ìèíèçèðîâàòü
∫ b

a
g(x(t), u(t))dt

ïðè óñëîâèè d
dt x(t) = f (x(t), u(t)).

×àñòî ê ýòîé çàäà÷å äîáàâëÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà x(a) = x0, x(b) = x1.
Îñíîâíîé ñóòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äëÿ
íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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