
Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â êóðñå
¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû¿

(ëåêòîð: Å. Å. Ãîðÿ÷êî)

Ëåììà î ðàçáèåíèÿõ íà êëàññû ñìåæíîñòè.

Ïóñòü G � ãðóïïà è H ≤ G; òîãäà ìíîæåñòâà G/H è H\G � ðàçáèåíèÿ ãðóïïû G.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü G � ãðóïïà, |G| < ∞ è H ≤ G; òîãäà |H| äåëèò |G|.
Ëåììà î ïîðÿäêå ýëåìåíòà.

Ïóñòü G � ãðóïïà è g ∈ G; òîãäà ord(g) = |〈g〉| è, åñëè |G| < ∞, òî ord(g) äåëèò |G|.
Òåîðåìà îá îïèñàíèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

1. Ïóñòü G � ãðóïïà, è n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+; òîãäà ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ

è |G| = n.

2. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà; îáîçíà÷èì

÷åðåç n âåëè÷èíó |G|; òîãäà n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+.

Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G è G = 〈d〉; îáîçíà÷èì ÷åðåç n âåëè÷èíó |G| è
1. ïóñòü l ∈ N è, åñëè n < ∞, òî l äåëèò n;

îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîäãðóïïó 〈dl〉 ãðóïïû G; òî-

ãäà l = min{k ∈ N | dk ∈ H};

2. ïóñòü H ≤ G è, åñëè n = ∞, òî H 6= {1};
îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî min{k ∈ N | dk ∈ H}; òî-
ãäà H = 〈dl〉 è, åñëè n < ∞, òî l äåëèò n.

Âòîðàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è |G| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî |G| è
1. ïóñòü m ∈ N è m äåëèò n; îáîçíà÷èì ÷åðåç

H ïîäìíîæåñòâî {g ∈ G | gm = 1} ãðóïïû G; òî-

ãäà H ≤ G è |H| = m;

2. ïóñòü H ≤ G; îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî |H|;
òîãäà m äåëèò n è H = {g ∈ G | gm = 1}.

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï.

Ïóñòü G, J � ãðóïïû è f ∈ Hom(G, J); òîãäà Im f ≤ J , Ker f E G è G/ Ker f ∼= Im f .

Òåîðåìà î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.

Ïóñòü G � ãðóïïà è F,H ≤ G; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• G = FH, F ∩H = {1} è ∀ f ∈ F, h ∈ H (fh = hf);
• îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç F ×H â G ïî ïðàâèëó (f, h) 7→ fh äëÿ ëþáûõ f ∈ F è h ∈ H, � èçî-

ìîðôèçì ãðóïï.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü m,n ∈ N; òîãäà Cmn
∼= Cm × Cn, åñëè è òîëüêî åñëè gcd(m,n) = 1.

Îïèñàíèå gcd è lcm â êîëüöå Z â òåðìèíàõ èäåàëîâ.

Ïóñòü m,n ∈ Z; òîãäà gcd(m,n)Z = mZ + nZ è lcm(m,n)Z = mZ ∩ nZ.
Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Ïóñòü t ∈ N0, n1, . . . , nt ∈ N è ÷èñëà n1, . . . , nt ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî n1 · . . . · nt; òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Z/n â Z/n1 × . . .×Z/nt ïî

ïðàâèëó a 7→ (a mod n1, . . . , a mod nt) äëÿ ëþáûõ a ∈ Z/n, � èçîìîðôèçì êîëåö.

Ëåììà îá îáðàòèìûõ îñòàòêàõ.

Ïóñòü n ∈ N è a ∈ Z/n; òîãäà a ∈ (Z/n)× ⇔ gcd(a, n) = 1 ⇔ 〈a〉 = (Z/n)+.

Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z è gcd(a, n) = 1; òîãäà aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Òåîðåìà î ôóíêöèè Ýéëåðà.

1. Ïóñòü m,n ∈ N è gcd(m,n) = 1; òîãäà ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).
2. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1

1 · . . . · pωt
t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà ϕ(n) = n
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pt

)
.

Òåîðåìà î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ.

1. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1
1 · . . . · pωt

t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà (Z/n)× ∼= (Z/pω1
1 )×× . . .× (Z/pωt

t )×.
2. Ïóñòü p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2 è ω ∈ {1, 2}; òîãäà (Z/pω)× ∼= Cpω−1(p−1).

3. Ïóñòü ω ∈ N \ {1, 2}; òîãäà (Z/2ω)× ∼= C2 × C2ω−2 .
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Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïî ìîäóëþ n.
Ïóñòü n ∈ N; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî ìîäóëþ n (òî åñòü ãðóïïà (Z/n)× öèêëè÷åñêàÿ);

• ÷èñëî n íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè ÷èñëî n
2 íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè n ∈ {1, 2, 4}.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ òðàíñïîçèöèé.

Ïóñòü n ∈ N0 è u ∈ Sn; îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî |inv(u)|; òîãäà
1. ∃ i1, . . . , il ∈ {1, . . . , n− 1} (u = σi1 · . . . · σil);
2. ∀ t ∈ N0, i1, . . . , it ∈ {1, . . . , n− 1}

(
u = σi1 · . . . · σit ⇒ (t ≥ l ∧ t ≡ l (mod 2))

)
.

Òåîðåìà îá îïèñàíèè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ.

Ïóñòü n ∈ N0; òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç ìíîæåñòâà êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå Sn

â ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n ïî ïðàâèëó (êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïåðåñòàíîâêè u) 7→ (öèêëîâûé òèï

ïåðåñòàíîâêè u) äëÿ ëþáûõ u ∈ Sn, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

? Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ñòðóêòóð.
Ïóñòü Σ � ñèãíàòóðà, S, V � Σ-ñòðóêòóðû è f ∈ Hom(S, V ); òîãäà Im f ≤ V , Ker f � êîíãðóýíöèÿ

íà S è S/ Ker f ∼= Im f .

? Òåîðåìà î ñâîáîäíûõ ñòðóêòóðàõ.
Ïóñòü Σ � ñèãíàòóðà, I � ìíîæåñòâî Σ-òîæäåñòâ, B � ìíîæåñòâî; îáîçíà÷èì ÷åðåç S Σ-ñòðóê-

òóðó FI(B) è îáîçíà÷èì ÷åðåç σ îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç B â S ïî ïðàâèëó b 7→ (êëàññ òåðìà b)
äëÿ ëþáûõ b ∈ B; òîãäà äëÿ ëþáîé Σ-ñòðóêòóðû S′ ∈ VarI è äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ σ′, äåéñòâóþùåãî
èç B â S′, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òàêîé ãîìîìîðôèçì f ∈ Hom(S, S′), ÷òî fσ = σ′.

? Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äëÿ êîëåö.
Ïóñòü R � êîëüöî, t ∈ N0, I1, . . . , It E R è ∀ j, k ∈ {1, . . . , t} (j 6= k ⇒ Ij + Ik = R). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I èäåàë I1 ∩ . . . ∩ It êîëüöà R; òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç R/I â R/I1 × . . . × R/It ïî ïðàâèëó

r + I 7→ (r + I1, . . . , r + It) äëÿ ëþáûõ r ∈ R, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

? Ëåììà î äåëèìîñòè è ãëàâíûõ èäåàëàõ.
Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî; òîãäà

1. äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R âûïîëíåíî (r äåëèò s) ⇔ (s) ⊆ (r), r ∼p s ⇔ (r) = (s), r ∈ sR× ⇒ r ∼p s;

2. äëÿ ëþáûõ r, s, t ∈ R âûïîëíåíî t ∼p gcd(r, s) ⇔ (èäåàë (t) � íàèìåíüøèé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R,

ñîäåðæàùèé èäåàë (r) + (s)) è t ∼p lcm(r, s) ⇔ (t) = (r) ∩ (s).

? Òåîðåìà î ãëàâíûõ èäåàëàõ.
1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî; òîãäà Irr(R) ⊆ {r ∈ R | èäåàë (r) � ìàêñèìàëüíûé íåòðèâè-

àëüíûé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R}.
2. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè; òîãäà ∀ r, s ∈ R (r ∼p s ⇔ r ∈ sR×), Irr(R) = {r ∈ R | èäåàë (r)�

ìàêñèìàëüíûé íåòðèâèàëüíûé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R} è Prime(R) ⊆ Irr(R).
3. Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ; òîãäà Irr(R) = Prime(R).

? Òåîðåìà î ôàêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ.
Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè; òîãäà R � ôàêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü, åñëè è òîëüêî åñëè ëþáàÿ íå-

óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ êîëüöà R ñòàáèëèçèðóåòñÿ è Irr(R) = Prime(R).

? Òåîðåìà î âêëþ÷åíèÿõ ìåæäó êëàññàìè êîëåö.
Åâêëèäîâû îáëàñòè ñóòü îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ; îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ ôàêòîðèàëüíû.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè îäíîðîäíûõ G-ìíîæåñòâ. Ïóñòü G � ãðóïïà è
1. ïóñòü C � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï

ãðóïïû G è H ∈ C, à òàêæå X � G-ìíîæåñòâî

è X ∼= G/H; òîãäà X � îäíîðîäíîå G-ìíîæåñòâî

è C = {StG(x) | x ∈ X};

2. ïóñòü X � îäíîðîäíîå G-ìíîæåñòâî; îáî-

çíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî {StG(x) | x ∈ X}; òî-
ãäà C � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï ãðóïïû G
è äëÿ ëþáûõ H ∈ C âûïîëíåíî X ∼= G/H.

? Ëåììà Áåðíñàéäà. Ïóñòü G � ãðóïïà, X � G-ìíîæåñòâî, |G| < ∞; òîãäà |G\X| = 1
|G|

∑
g∈G |FixX(g)|.

? Òåîðåìà î âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìàõ.
Ïóñòü G � ãðóïïà; òîãäà îòîáðàæåíèå conjG, äåéñòâóþùåå èç G â Aut(G) ïî ïðàâèëó g 7→ (ñîïðÿ-

æåíèå ñëåâà ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà g) äëÿ ëþáûõ g ∈ G, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì ãðóïï, Im conjG = Inn(G) E Aut(G) è Ker conjG = Z(G).
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? Òåîðåìà î ïðîñòîòå çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï. Ãðóïïû An, ãäå n ∈ N \ {1, 2, 4}, ïðîñòû.
? Òåîðåìà î ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.

Ïóñòü G � ãðóïïà è F,H ≤ G; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• G = FH, F ∩H = {1} è ∀h ∈ H (hFh−1 ≤ F );
• ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì c ∈ Hom(H,Aut(F )), ÷òî îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç c(F hH)

â G ïî ïðàâèëó (f, h) 7→ fh äëÿ ëþáûõ f ∈ F è h ∈ H, � èçîìîðôèçì ãðóïï.

? Îïèñàíèå ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó ñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè â òåðìèíàõ ìàòðèö.
Ïóñòü R � êîëüöî, M , N , O � ñâîáîäíûå R-ìîäóëè, B, C, D � áàçèñû R-ìîäóëåé M , N , O; òîãäà

1. îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Hom(M,N) â Mat(C,B,Rop)cf ïî ïðàâèëó f 7→ [f ]CB äëÿ ëþáûõ f ∈
∈ Hom(M,N), � èçîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï;

2. ∀m ∈ M, f ∈ Hom(M,N), g ∈ Hom(N,O)
(
[f(m)]C = [f ]CB [m]B ∧ [gf ]DB = [g]DC [f ]CB

)
.

? Ëåììà î íåçàâèñèìûõ è ïîðîæäàþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ.
1. Ïóñòü M � ñâîáîäíûé ìîäóëü è B � áàçèñ ìîäóëÿ M ; òîãäà B � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ïîä-

ìíîæåñòâî â M è ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â M .

2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, B � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â V èëè ìè-

íèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â V ; òîãäà B � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

? Òåîðåìà î áåñêîíå÷íîì áàçèñå. Ëþáûå äâà áàçèñà èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé áàçèñ ìîäóëÿ ðàâíîìîùíû.

? Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñà. Â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ.

? Ëåììà Øòåéíèöà î çàìåíå.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, C � íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â V , D � ïîðîæäàþùåå ïîä-

ìíîæåñòâî â V è |C| < ∞; òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî D′ â D, ÷òî |C| = |D′| (è, çíà÷èò,
|C| ≤ |D|) è (D \D′) ∪ C � ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â V .

? Ëåììà î êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà.
1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, f ∈ R[x] è r ∈ R; òîãäà f(r) = 0, åñëè è òîëüêî åñëè x− r äå-

ëèò f , è r � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , åñëè è òîëüêî åñëè f(r) = f ′(r) = 0.
2. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè è f ∈ R[x] \ {0}; òîãäà |{r ∈ R | f(r) = 0}| ≤ deg f .

? Òåîðåìà î ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèÿõ.
Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî; òîãäà îòîáðàæåíèå substR, äåéñòâóþùåå èç R[x] â RR ïî ïðà-

âèëó f 7→ (ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà R, îïðåäåëÿåìàÿ ìíîãî÷ëåíîì f) äëÿ ëþáûõ f ∈ R[x], � ãîìîìîð-

ôèçì R-àëãåáð; ïóñòü äîïîëíèòåëüíî R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè; òîãäà |R| = ∞ è Ker substR = {0}, èëè
|R| < ∞, ñòðóêòóðà êîëüöà íà R ïðîäîëæàåòñÿ äî ñòðóêòóðû ïîëÿ è Ker substR = (x|R| − x).

? Òåîðåìà î êîíå÷íûõ ïîäãðóïïàõ.
Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, G ≤ R× è |G| < ∞; òîãäà ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ.

? Òåîðåìà îá àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ.
Ïóñòü K � ïîëå, E � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K è e ∈ E; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí fe ∈ Irr(K[x]), ÷òî îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç K[x]/(fe) â K(e)
ïî ïðàâèëó f + (fe) 7→ f(e) äëÿ ëþáûõ f ∈ K[x], îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàñøè-

ðåíèé ïîëÿ K; • |K(e) : K| < ∞; • e � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò ðàñøèðåíèÿ E.

? Òåîðåìà î ïîëå ðàçëîæåíèÿ.
Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x] \ {0}; òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ðàçëî-

æåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f , è ëþáûå äâà òàêèõ ðàñøèðåíèÿ èçîìîðôíû.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Ïóñòü p ∈ P è
1. ïóñòü q = pn, ãäå n ∈ N, è E � ïîëå è E ∼=

∼= Spl(xq − x, Fp); òîãäà char E = p è |E| = q;
2. ïóñòü E � ïîëå, |E| < ∞ è char E = p; îáî-

çíà÷èì ÷åðåç q ÷èñëî |E|; òîãäà q = pn, ãäå n ∈ N,
è E ∼= Spl(xq − x, Fp).

? Òåîðåìà î ïîäïîëÿõ êîíå÷íîãî ïîëÿ.
Ïóñòü E � ïîëå è |E| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç p è n ÷èñëà char E è |E : Fp| è
1. ïóñòü r = pl, ãäå l ∈ N è l äåëèò n; îáîçíà-

÷èì ÷åðåç F ïîäìíîæåñòâî {e ∈ E | er = e} ïîëÿ
E; òîãäà F � ïîäïîëå ïîëÿ E è |F | = r;

2. ïóñòü F � ïîäïîëå ïîëÿ E; îáîçíà÷èì ÷åðåç

r ÷èñëî |F |; òîãäà r = pl, ãäå l ∈ N è l äåëèò n, è
F = {e ∈ E | er = e}.
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