
Çàäà÷è ïî àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì (SE). 2

Äàëåå ñëåäóåò íàïîìèíàíèå íåîáõîäèìîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåðèàëà ëåêöèé.

• Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x] \ {0}; êîëüöî K[x]/f åñòü êîëüöî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà f ; êàê
ìíîæåñòâî ýòî êîëüöî åñòü {b ∈ K[x] | deg b < deg f}, áèíàðíûå îïåðàöèè íà íåì ñóòü ñëîæåíèå è óìíîæå-

íèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà f . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:
1. åñëè |K| < ∞, òî |K[x]/f | = |K|deg f (ýòî î÷åâèäíî);

2. ∀ b ∈ K[x]/f
(
b ∈ (K[x]/f)× ⇔ gcd(b, f) = 1

)
(äàííûé ôàêò ìû ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñòâà; àíà-

ëîãè÷íûé ôàêò äëÿ êîëåö Z/n, ãäå n ∈ N, áûë äîêàçàí â ëåììå îá îáðàòèìûõ îñòàòêàõ).

• Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ Irr(K[x]); òîãäà (K[x]/f)× = (K[x]/f) \ {0} (ýòî ñëåäóåò èç âòîðîãî ôàêòà) è,
çíà÷èò, K[x]/f � ïîëå (ýòîò ôàêò àíàëîãè÷åí òîìó, ÷òî åñëè p ∈ P, òî Z/p � ïîëå). Ïðèìåðû:

F2[x]/(x2 + x + 1) = {0, 1, x, x + 1} � ïîëå ïîðÿäêà 4;
F2[x]/(x3 + x + 1) = {0, 1, x, x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x, x2 + x + 1} � ïîëå ïîðÿäêà 8;
F3[x]/(x2 + 1) = {0, 1, 2, x, x + 1, x + 2, 2x, 2x + 1, 2x + 2} � ïîëå ïîðÿäêà 9.
• Íà ëåêöèè øëà ðå÷ü î ñëåäóþùåé ëåììå.

Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x]; òîãäà

1. ∀ c ∈ K
(
f(c) = 0 ⇔ (ìíîãî÷ëåí x− c äåëèò ìíîãî÷ëåí f)

)
;

2. f 6= 0 ⇒ |{c ∈ K | f(c) = 0}| ≤ deg f .
• Ïóñòü K � ïîëå, f ∈ K[x] è deg f ∈ {2, 3}; òîãäà f ∈ Irr(K[x]), åñëè è òîëüêî åñëè ∀ c ∈ K (f(c) 6= 0)

(ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 ëåììû). Äàííûé ôàêò íóæíî èñïîëüçîâàòü â ðåøåíèè çàäà÷è 16.

Çàäà÷è

(2) 12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó (F3[x]/(x2 + 1))×.

à) Ïðîâåðüòå ÿâíî, ÷òî G ∼= C8. á) Ïåðå÷èñëèòå âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû G.

(2) 13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó (F2[x]/x4)×.

à) Ïåðå÷èñëèòå âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G. á) Äîêàæèòå, ÷òî G ∼= C2 × C4.

(3) 15. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, p ∈ P è 1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
p ñëàãàåìûõ

= 0 â êîëüöå R (ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò,

íàïðèìåð, ïîëå Fp è êîëüöà Fp[x]/f , ãäå f ∈ Fp[x]); äîêàæèòå, ÷òî ∀ r, s ∈ R
(
(r + s)p = rp + sp

)
.

(3) 16. Äëÿ ëþáûõ p ∈ P è n ∈ N0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Irrp,n ìíîæåñòâî {f ∈ Irr(Fp[x]) | deg f = n ∧ (ñòàðøèé êî-

ýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f) = 1}(?). Ïóñòü p ∈ P; äîêàæèòå, ÷òî |Irrp,2| = p2−p
2 è |Irrp,3| = p3−p

3 .

(4) 17. à) Ïóñòü G � ãðóïïà; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

• ∀H ⊆ G
(
(HH ⊆ H ∧ H 6= ∅) ⇒ H ≤ G

)
; • ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G êîíå÷íû.

á) Ïóñòü G � ãðóïïà, H E G è ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû H è ãðóïïû G/H êîíå÷íû; äîêàæèòå,

÷òî ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G êîíå÷íû.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

12. à) Óêàæèòå êàêîé-ëèáî ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû G.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à è ïåðâóþ òåîðåìó î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

13. à) Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî åñëè K � ïîëå, f ∈ K[x] \ {0}, òî ∀ b ∈ K[x]/f
(
b ∈ (K[x]/f)× ⇔ gcd(b, f) = 1

)
.

á) Óêàæèòå òàêèå ïîäãðóïïû F è H ãðóïïû G, ÷òî F ∼= C2, H ∼= C4 è ïîäãðóïïû F è H óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì òåîðåìû î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè, à çàòåì èñïîëüçóéòå ýòó òåîðåìó.

15. Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà âåðíà â ëþáîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå.

17. Ýòî çàäà÷à ïî òåîðèè ãðóïï (îíà íå ñâÿçàíà ñ êîëüöàìè); äëÿ òîãî, ÷òîáû åå ðåøèòü, íóæíî ïîíèìàòü,

÷òî òàêîå ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê ýëåìåíòà è ôàêòîðãðóïïà. Ïóíêòû à è á íåçàâèñèìû.

(?)Ïðèìåðû: Irr2,2 = {x2 + x + 1}, Irr2,3 = {x3 + x + 1, x3 + x2 + 1} è Irr3,2 = {x2 + 1, x2 + x + 2, x2 + 2x + 2}.
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