
21 ìàðòà 2018. Âû÷åòû è èíòåãðàëû ïî êîíòóðó.

Êëàññèôèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ðå-
ãóëÿðíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a 6= ∞, ò. å. â êîëüöå 0 < |z − a| < ρ,
íî íå ðåãóëÿðíà â òî÷êå a. Òîãäà òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè f(z). Àíàëîãè÷íî, áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ èçîëè-
ðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), åñëè ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà â íåêîòîðîé
îáëàñòè ρ < |z| < ∞. Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(z) âáëèçè îñîáîé
òî÷êè ðàçëè÷àþò òðè òèïà îñîáûõ òî÷åê. Èçîëèðîâàííàÿ êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî
óäàëåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ

1) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
z→a

f(z);

2) ïîëþñîì, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
z→a

f(z) =∞;

3) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò (íè êîíå÷íîãî, íè áåñêî-
íå÷íîãî) ïðåäåëà ôóíêöèè f(z) â òî÷êå a.

Ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ðåãóëÿðíà
â êîëüöå 0 < |z − a| < ρ, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â ýòîì

êîëüöå ðÿäà
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, êîòîðûé íàçûâàþò ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) â

îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Âû÷åòû. Âû÷åòîì ôóíêöèè f â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå a ∈ C íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî res
z=a

f(z) = 1
2πi

∫
|z−a|=R

f(z) dz (îáõîä êîíòóðà â ïîëîæèòåëüíîì íà-

ïðàâëåíèè � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè
|z| > ρ (òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ëèáî èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé, ëèáî òî÷êîé
ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f). Âû÷åòîì ôóíêöèè f â áåñêîíå÷íîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî res

z=∞
f(z) = 1

2πi

∫
|z|=R

f(z) dz,R > ρ > 0 (îáõîä êîíòóðà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå �

îáëàñòü |z| > R îñòàåòñÿ ñëåâà).

Åñëè f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z−a)n � ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f(z), ðåãóëÿðíîé â ïðîêî-

ëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî åñòü â êîëüöå 0 < |z − a| < ρ, òî resz=af(z) = c−1.

Åñëè f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n � ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f(z), ðåãóëÿðíîé â îêðåñòíîñòè

∞ (òî åñòü â îáëàñòè |z| > ρ), òî resz=∞f(z) = −c−1.
Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ.

1) Ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z).

Ïóñòü f(z) = h(z)
ϕ(z) , ãäå h(z) è ϕ(z) � ôóíêöèè, ðåãóëÿðíûå â òî÷êå a, ïðè÷åì

ϕ(a) = 0, ϕ′(a) 6= 0. Òîãäà

res
z=a

f(z) =
h(a)

ϕ′(a)
.

2) Ïîëþñ ïîðÿäêà m > 1. res
z=a

f(z) = 1
(m−1)! lim

z→a
[(z − a)mf(z)](m−1).

3) Áåñêîíå÷íîñòü. Åñëè f ðåãóëÿðíà â ∞, òî res
z=∞

f(z) = 1
(m−1)! lim

z→∞
z(f(∞) −

f(z)). Åñëè ∞ íîëü ïîðÿäêà k, òî f(z) ∼ A
zk
. Òîãäà ïðè k = 1 res

z=∞
f(z) = −A, ïðè



k > 2 res
z=∞

f(z) = 0.

Òåîðåìà î âû÷åòàõ. Åñëè ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê z1, . . . , zn, òî ñóììà âñåõ âû÷åòîâ ôóíêöèè f ,
âêëþ÷àÿ è âû÷åò â áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
Γ, à ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè D çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðî-
âàííûõ îñîáûõ òî÷åê ak (ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ è òî÷êà ∞, åñëè îíà ëåæèò â D),
êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû îáëàñòè D. Òîãäà∫

Γ

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

res
z=ak

f(z),

çäåñü Γ � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííà îòíîñèòåëüíî îáëàñòè D.
Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

1.
∮
|z|=4

z4

ez+1dz ;

2.
∮
|z|=3

dz
(z−1)2(1−cos z) ;

3.
∮
|z+i|=2

z2

z2−9 sin 1
zdz;

4.
∮
|z|=7

1−cosh z
z3+4π2zdz;

5.
∮
|z|=4

z4

1−z8dz;

6.
∮
|z|=1

dz

e
2
z−e 1z

;

7.
∮ 2π

0
dϕ

a+sinϕ , a > 1.


