
Теория графов

Графом G называется совокупность из некоторого (обычно конечного) множества V , элементы
которого называются вершинами, и некоторого выделенного подмножества E множества V 2 пар
элементов множества V (называемых ребрами). Обычно подразумевается, что пары вершин неупо-
рядочены (граф неориентированный) и элементы в каждой паре различны (нет петель). Если
рассматриваются упорядоченные пары, граф называется ориентированным (или орграфом).

Если не оговорено противное, под графом понимается конечный неориентированный граф без
петель и кратных ребер.

Говорят, что (вообще говоря, ориентированное) ребро e = (v1, v2) соединяет вершины v1 и v2,
выходит из вершины v1 и входит в вершину v2. Будем также говорить, что ребро e инцидентно
вершинам v1 и v2, а вершины v1 и v2 смежны.

Определим операцию стягивания некоторого множества V1 ⊂ V вершин графа G следующим
образом: вершины множества V1 заменяются одной вершиной, которая соединена в новом графе со
всеми вершинами, соединенными в G хотя бы с одной вершиной множества V1. Остальные вершины
и ребра между ними остаются. Полученный граф обозначаем G/V1. Естественным образом опреде-
ляются операции удаления вершин или ребер из графа (вершины удаляются, конечно, со всеми
выходящими из них ребрами, а при удалении ребер множество вершин не меняется).

Степенью вершины v называется количество инцидентных ей ребер. В ориентированном случае
определяются входящая и исходящая степени вершины, соответственно как количество входящих
в вершину ребер и количество исходящих из нее ребер.

Теорема 1. Сумма степеней всех вершин графа равна удвоенному количеству ребер. В ориенти-
рованном графе сумма входящих степеней равна сумме исходящих степеней.

Доказательство. Каждое ребро инцидентно двум вершинам, поэтому его удаление уменьшает сум-
му степеней всех вершин на 2. Удаляя по очереди все ребра (пусть их k), придем к пустому графу, в
котором сумма степеней очевидна равна 0. Значит, вначале она была равна 2k. В ориентированном
случае при удалении ребра уменьшается на 1 как сумма входящих, так и сумма исходящих степеней,
откуда аналогично следует второе утверждение теоремы.

Следствие. В графе четное количество вершин нечетной степени.

Предположим, что вершины v1, v2, . . . , vn таковы, что (vi, vi+1) ∈ E для всех i = 1, 2, . . . , n−1. В
этом случае говорят о пути v1v2 . . . vn из v1 в vn, соединяющем вершины v1 и vn. Если все вершины
пути различны, путь называется простым; если различны все ребра — реберно-простым. Если
v1 = vn, путь называется циклом. Цикл называется простым (соответственно реберно-простым),
если различны вершины v1, v2, . . . , vn1 (соответственно, различны все ребра). Заметим, что любой
цикл, в котором одно и то же ребро не встречается дважды подряд (туда-обратно), содержит простой
подцикл.

Если две вершины неориентированного графа совпадают или соединены некоторым путем, они
называются связанными. В ориентированном случае связанными называются такие вершины a и
b, что существуют пути как из a в b, так и из b в a (либо a = b).

Для дальнейшего нам понадобится понятие отношения эквивалентности.

Определение. Отношение эквивалентности ∼ на множестве X — это бинарное отношение
(то есть отображение из декартова квадрата X2 в множество {истина, ложь}), для которого
выполнены следующие условия:

(i) Рефлексивность: a ∼ a для любого a в X,
(ii) Симметричность: если a ∼ b, то b ∼ a,
(iii) Транзитивность: если a ∼ b и b ∼ c то a ∼ c.
Запись вида a ∼ b читается как “a эквивалентно b”.

Типичный пример отношения эквивалентности: два целых числа называются эквивалентными,
если их разность делится на 5.

Если (X,∼) — множество с введенным на нем отношением эквивалентности, то X разбивается
на (непересекающиеся) классы эквивалентности. Именно, для каждого x ∈ X определим класс
Cx := {y ∈ X : y ∼ x}. Из определения легко видеть, что x ∈ Cx, если x ∈ Cy, то y ∈ Cx и более того
если y ∈ Cx, то Cy ⊂ Cx (действительно, для всякого z ∈ Cy имеем x ∼ y ∼ z, следовательно x ∼ z,
то есть z ∈ Cx). Меняя x и y местами получаем Cx ⊂ Cy, то есть Cx = Cy. Наконец, если Cx и Cy



пересекаются, z ∈ Cx ∩Cy, то по доказанному выше Cx = Cz = Cy. Итак, любые два класса либо не
пересекаются, либо совпадают. Таким образом, они действительно образуют разбиение множества
X.

Как в ориентированном, так и в неориентированном случае связанность — отношение эквива-
лентности на множестве вершин (проверка выполняется непосредственно). Классы эквивалентности
называются компонентами связности (в ориентированном случае иногда говорят компоненты
сильной связности).

Граф называется связным, если в нем ровно одна компонента связности (иными словами, любые
две вершины связаны). Орграф, в котором одна компонента связности, называют сильно связным.

Каждая компонента связности является связным графом. Каждая компонента связности оргра-
фа является сильно связным орграфом. Эти утверждения нуждаются, вообще говоря, в доказатель-
стве: для вершин u, v одной компоненты связности (или сильной связности для орграфа) есть путь
P из u в v в исходном графе — а доказать надо, что есть путь в компоненте. Это верно и легко
устанавливается: любая промежуточная вершина пути P в исходном графе связана как с u, так и с
v, так что все они действительно лежат в компоненте связности.

В неориентированном случае между вершинами из разных компонент связности ребер нет. В
ориентированном случае все ребра между вершинами двух компонент A и B направлены в одну
сторону (то есть либо все — из A в B, либо все — из B в A).

Граф без циклов называется лесом, если в нем нет циклов. Связный лес называется деревом.

Теорема 2. Связный граф является деревом если и только если количество ребер на 1 меньше
количества вершин.

Доказательство. Отметим вершину a графа и присвоим ей номер 1. Будем делать следующие
операции: если какая-то вершина x соединена с одной из уже отмеченных вершин y, то отмечаем
вершину x, присваиваем ей минимальный из еще не присвоенных номеров, а также присваиваем
(также минимальный из не присвоенных) номер ребру xy (ребра тоже нумеруются, начиная с 1).
Поскольку граф связный, так можно пронумеровать все n его вершин, при этом образуется n − 1
ребро, образующие сами по себе связный граф. То, что ребер ровно n−1, означает, что других ребер
нет — то есть из каждой вершины ведет единственное ребро в вершину с меньшим номером. Заметим,
что это условие необходимо и достаточно для отсутствия циклов, откуда и вытекает заключение
теоремы. Действительно, если есть еще хотя бы одно ребро pq, то в графе есть цикл, проходящий по
ребру pq и пути из p в q по отмеченным ребрам. Если же больше ребер, то нет и циклов, поскольку
из вершины гипотетического цикла с самым большим номером должно вести два ребра в вершины
с меньшим номером, что по построению невозможно.

Теорема 3. В связном графе можно удалить несколько ребер так, чтобы осталось дерево (оно
называется остовным деревом).

Доказательство. Будем удалять ребра по одному, пока связность сохраняется. В тот момент, когда
этого сделать нельзя, граф уже дерево: если бы в нем был цикл, можно было бы удалить любое
ребро из этого цикла.

Следствие. В связном графе с n вершинами хотя бы n− 1 ребро.

Следствие. В связном графе можно удалить вершину без потери связности. Таких вершин хотя
бы 2, если в исходном графе хотя бы две вершины.

Доказательство. Рассмотрим остовное дерево графа. Поскольку в нем n−1 ребер, где n — количе-
ство вершин, то сумма степеней вершин равна 2n− 2. Следовательно, при n > 1 найдется не менее
двух вершин степени 1 — иначе бы сумма степеней была не меньше, чем 1 + 2(n − 1) = 2n − 1.
Удаление каждой из этих вершин сохраняет связность дерева, а следовательно и всего графа.

Другой возможный способ доказательства: рассмотреть два конца самого длинного пути в графе.

Матричная теорема о деревьях.

Пусть G — граф с множеством вершин V = {v1, v2, . . . , vn} и ребер E = {e1, . . . , em}. Матрица
смежности AG размера n× n, определяется правилом

AG(i, j) =

{
1 если (i, j) ∈ E(G),
0 если (i, j) /∈ E(G).



Это симметричная матрица, полностью определяющая граф — в связи с чем граф часто за-
дают матрицей смежности. Сумма элементов в каждой ее строке равна степени соответствующей
вершины.

Матрица инцидентности графа G имеет размеры n×m и определяется правилом

IG(i, j) =

{
1 если vi ∈ ej ,
0 если vi /∈ ej .

Для нас более важной будет матрица инцидентности ориентированного графа. Она определяется
правилом

IG(i, j) =





1 если вершина vi — начало ребра ej ,
−1 если вершина vi — конец ребра ej

0 если vi /∈ ej .

При перенумерации вершин и ребер графа в матрицах смежности и инцидентности переставля-
ются строки и столбцы, так что строго говоря эти матрицы определяют даже не граф, а граф с
нумерацией вершин (а в случае матрицы инцидентности — и ребер.)

Матрица Лапласа графа определяется правилом

∆G(i, j) =





1 если (i, j) ∈ E(G),
0 если i 6= j и (i, j) /∈ E(G),
−deg(i) если i = j.

Название связано с тем, что решеточная аппроксимация дифференциального оператора Лапласа
∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 в точках решетки приводит именно к такой матрице. Как и в случае уравнений
в частных производных, лапласиан есть симметричный неположительно определенный оператор
(здесь мы допускаем некую вольность речи, отождествляя оператор и матрицу), так что часто
удобнее иметь дело с минус лапласианом. Сумма элементов любой строки матрицы Лапласа равна
0 (и любого столбца, конечно, тоже). Поэтому матрица Лапласа вырождена: сумма столбцов равна
0, а значит, они линейно зависимы.

Простым, но важным свойством матриц графа является связь между матрицей Лапласа и мат-
рицей инцидентности графа после введения на нем ориентации. Ориентируем каждое ребро произ-
вольным образом, полученный ориентированный граф назовем G̃. Тогда

−∆(G) = IG̃ · (IG̃)t. (1)

Здесь Xt обозначает транспонированную к X матрицу. Проверка тождества производится непосред-
ственно. Отметим, что от ориентации правая часть не зависит лишь апостериори.

Оказывается, что многие комбинаторные свойства графы связаны с алгебраическими (точнее го-
воря — спектральными) свойствами его матрицы Лапласа. Самые известные спектральные (то есть
выражающиеся через набор собственных значений) характеристики квадратной матрицы — след и
определитель. След минус лапласиана равен удвоенному количеству ребер в графе - а определи-
тель, как мы выяснили, всегда 0. Следующая линейно-алгебраическая лемма подсказывает, какая
величина может сыграть роль “нетривиального” определителя.

Лемма 1. Пусть в квадратной матрицы A сумма элементов любой строки и любого столбца
равна 0. Тогда алгебраические элементы любых двух элементов A равны.

Доказательство. Докажем, что если обнуляются хотя бы только все суммы по строчкам, то алгеб-
раические дополнения U , V любых двух элементов u, v, стоящих в одной строчке, равны 0. Заменим
эту строчку на новую: на местах элементов u, v поставим +1 и −1 соответственно, на местах осталь-
ных элементов поставим нули. В новой матрице по-прежнему сумма элементов любой строки равна
0, поэтому она вырождена (сумма столбцов равна 0 — то есть они линейно зависимы). Значит, ее
определитель равен 0. Но с другой стороны он равен U −V , что видно из разложения определителя
по измененной строчке. Таким образом, U − V = 0, что и требовалось. Аналогично, если сумма в
каждом столбце равна 0, то равны алгебраические дополнения элементов любого столбца. Теперь
ясно, что если равны суммы и в строках, и в столбцах, то равны все алгебраические дополнения.

Нам понадобится следующее утверждение из линейной алгебры:



Теорема 4 (формула Бине-Коши). Пусть A,B — матрицы размеров n× k и k × n, C = AB. Для
набора 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ k определим две матрицы размера n × n, получающиеся из A, если
оставить только столбцы с номерами i1, . . . , in, а из B — только строчки с такими номерами.
Их определители обозначим a(i1, . . . , in) и b(i1, . . . , in). Тогда

detC =
∑

1≤i1<···<ik≤n

a(i1, . . . , in) · b(i1, . . . , in). (2)

Доказательство. Рассмотрим обе части равенства (2) как функцию от строк матрицы A. Они обе
линейны по каждой строке, так что совпадение достаточно выбрать базис в пространстве строк
(мы выберем обычный базис из строк вида (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)) и проверять теорему в случае, когда
каждая из строк — базисная. Если среди строк есть одинаковые, то обе части равны 0, если все они
разные, то матрица C состоит из n строк матрицы B и единственное ненулевое слагаемое в правой
части (2) как раз равно ее определителю.

Теорема 5 (Матричная теорема о деревьях). Пусть G — конечный граф. Тогда количество остов-
ных деревьев в G равно алгебраическому дополнению любого элемента матрицы −∆G.

Доказательство. Будем постепенно устанавливать теорему для различных классов графов.
1) Теорема верна для несвязных графов. Действительно, если, например, вершины v1, . . . , vk не

связаны ребрами с вершинами vk+1, . . . , vn, то алгебраическое дополнение правого нижнего элемента
матрицы ∆(G) равно 0: в соответствующем миноре сумма первых k столбцов равна 0. Количество
остовных деревьев тоже равно 0.

2) Теорема верна для деревьев. Индукция по количеству вершин. Для деревьев с двумя вершина-
ми все ясно. Пусть G — дерево с n вершинами, а для деревьев с n−1 вершиной теорема установлена.
Не умаляя общности, вершина vn−1 — висячая, и соединена только с vn. Пусть G′ = G− vn−1, тогда
G′ тоже дерево. Рассмотрим матрицы −∆G и −∆G′ . Легко видеть, что алгебраическое дополнение
элемента−∆G(n, n) в первой матрице равно алгебраическому дополнению элемента−∆G′(n−1, n−1)
во второй. Это наблюдение завершает переход индукции.

3) Переходим к графу общего вида. Используем равенство (1) и теорему Бине-Коши. Пусть M
— (n − 1) × m-матрица инцидентности ориентированного графа G̃ (это граф G после ориентации
каждого ребра), у которой удалили n-ую строку (отметим: это не то же, что матрица инцидентности
графа G̃−vn, поскольку ребра типа vn−vk матрица M учитывает). Тогда алгебраическое дополнение,
которое нас интересует, есть detM ·M t. Будем считать этот определитель по формуле Бине-Коши.
Посмотрим на правую часть равенства (2). Слагаемые, стоящие в нем, соответствуют всем способам
выбрать n − 1 ребро в графе G. Для каждого способа π выбрать ребра обозначим образуемый
ими граф (на тех же вершинах v1, . . . , vn) через Gπ. Тогда соответствующее слагаемое в правой
части (2) будет равно алгебраическому дополнению (любого элемента, но мы смотрим на правый
нижний) матрицы −∆(Gπ). Но граф Gπ — либо несвязный (тогда, как мы выяснили, алгебраические
дополнения равны 0), либо он есть остовное дерево графа — и тогда соответствующее слагаемое
будет равно 1. Но это и означает, что полная сумма в правой части (2) в нашем случае будет равна
числу остовных деревьев графа G.

В качестве простого следствия матричной теоремы о деревьях посчитаем число остовных дере-
вьев полного графа Kn на n вершинах. Понятно, что остовные деревья этого графа суть просто
деревья с n (помеченными!) вершинами.

Теорема 6 (Формула Кэли). Количество остовных деревьев полного графа Kn равно nn−2.

Доказательство. Преобразуем матрицу −∆Kn , вычитая первую строку из всех. Алгебраическое
дополнение левого нижнего элемента при этом не изменится, и будет видно, что оно равно nn−2.

Связность графов. Блочная структура

Пусть V1, V2 — два подмножества множества вершин V (G) графа G. Множество X ⊂ V (G)∪E(G)
называется (V1, V2)-разделяющим, если в графе G − X нет путей из V1 в V2. Про множество X
будем говорить, что оно разделяет X и Y .

Определим также разрез и реберный разрез графа: множество V1 ⊂ V (G), (соответственно
E1 ⊂ E(G)) вершин (соответственно, ребер) называется разрезом (соответственно реберным раз-
резом) графа G, если при удалении V1 (соответственно E1) количество компонент связности графа



увеличивается. Вершина, являющаяся разрезом, называется точкой сочленения; ребро, являю-
щееся разрезом, называется мостом.

Связный граф G называется k-связным (соответственно, реберно-k-связным), если любой
разрез (соответственно, реберный разрез) содержит не менее k вершин (соответственно, ребер).

Для изучения двусвязных графов нам понадобятся следующее определение.
Два ребра графа будем называть похожими, если они совпадают или входят в общий простой

цикл.
Ключевой момент состоит в том, что введенное нами отношения есть отношения эквивалентно-

сти.

Доказательство. Достаточно доказать транзитивность Пусть ребра a, b входят в простой цикл
Вася, ребра b, c входят в простой цикл Всеволод. Пойдем по Всеволоду от концов ребра c в две
стороны, пока не наткнемся на Васю. Это произойдет не позже, чем мы подойдем к ребру b, так что
на Васю мы наткнемся в разных вершинах x1, x2. Чтобы получить простой цикл, содержащий ребра
a и c, достаточно взять те ребра Всеоволода, по которым мы прошли (в том числе c), и добавить ту
часть Васи от x1 до x2, в которой лежит ребро a.

Заметим, что вершина v не является точкой сочленения если и только если любые два ребра,
выходящих из нее, похожи.

Отсюда вытекает следующая

Теорема 7. Следующие утверждения для связного графа G с не менее чем тремя вершинами
равносильны:

1) граф двусвязен
2) любые две вершины входят в общий простой цикл
3)любая вершина и любое ребро входят в общий простой цикл
4) любые два ребра входят в простой цикл

Доказательство. Если в графе есть висячая вершина, то понятно, что он не удовлетворяет ни
одном из свойств 1-4. Так что пусть степень каждой вершины не менее 2, тогда импликации
(4) ⇒ (3) ⇒ (2) ⇒ (1) понятны. Осталось доказать (1) ⇒ (4). Из предшествующего теореме на-
блюдения следует, что любые два соседних ребра двусвязного графа похожи. Так как похожесть
есть отношение эквивалентности, а граф связен, это означает, что любые два ребра похожи, что и
требовалось.

Вернемся к произвольному связному графу G. Его ребра разбиваются на классы эквивалентн-
соти по отношению похожести. Легко видеть, что ребра каждого класса (вместе с их вершинами)
образуют двусвязный граф, и он максимален по включению (то есть не содержится ни в каком боль-
шем двусвязном подграфе) — потому как если два ребра содержатся в одном двусвязном подграфе,
они похожи. Такие максимальные двусвязные подграфы называют блоками.

Любые два блока пересекаются не более чем по одной вершине (если есть две общие вершины, то
пути между ними в двух блоках образуют цикл, но тогда ребра этих путей похожи — противоречие).
Вершина, принадлежащая хотя бы двум блокам, является точкой сочленения (и наоборот, любая
точка сочленения принадлежит хотя бы двум блокам). Это сразу следует из того наблюдения, что
вершина является точкой сочленения если и только если выходящие из нее ребра попарно похожи.

Построим по графу G новый граф, содержащий информацию о его блочной структуре. Именно,
вершинами нового графа bc(G) будут блоки и точки сочленения графа G. Будем соединять в графе
bc(G) блок B и точку сочленения v, если v ∈ B.

Несложно видеть, что граф bc(G) является деревом (если бы в нем был цикл, ребра разных бло-
ков были бы похожими). Висячие вершины этого дерева соответствуют блокам, которые называются
крайними блоками графа G.

Вернемся к разделяющим множествам в общем случае.
Имеется понятное препятствие к существованию малых разделяющих множеств между двумя

множествами вершин V1, V2: большое количество непересекающихся путей. Оказывается, наличие
такого препятствие не только достаточно, но и необходимо для того, чтобы малых разделяющих
множеств не было. Именно, верна следующая



Теорема 8 (Теорема Геринга, 2000). Пусть V1, V2 — два подмножества V (G), k — натуральное
число. Тогда верно ровно из двух условий:

1) В V (G) найдется подмножество U , |U | < k, разделяющее V1 и V2;
2) В G найдется не менее k простых путей из V1 в V2, попарно не имеющих общих вершин.

Доказательство. Понятно, что 1) и 2) одновременно выполняться не могут: разделяющее множе-
ство обязано содержать хотя бы по одной вершине из каждого из путей из V1 в V2. Таким образом,
требуется доказать, что если не верно 1), то верно 2) — то есть, если любое (V1, V2)-разделяющее
множество содержит не менее чем k вершин, то найдутся k путей из V1 в V2. Индукция по числу
вершин в графе. База для 1 вершины, как обычно, очевидна. Будем удалять ребра до тех пор, пока
любое (V1, V2)-разделяющее множество содержит не менее чем k вершин. Когда-то это закончится
(если только |V1 ∩ V2| < k — но если |V1 ∩ V2| ≥ k, то имеется k одновершинных путей из V1 в
V2). Итак, при удалении ребра uv образуется (V1, V2)-разделяющее множество Z, |Z| < k. Заметим,
что множество Z ∪ x было разделяющим и до удаления ребра xy, а тогда |Z| = k − 1, |Z ∪ x| = k.
Аналогично, разделяющим было множество Z∪y. Первый случай, который мы рассмотрим, состоит
в том, что оно из множеств Z ∪ x, Z ∪ y совпадает с X, а второе с Y . Этот случай прост и ясен: в
качестве k путей из V1 в V2 можно взять вершины Z и ребро xy. Перейдем ко второму случаю, когда
одно из множеств Z ∪x, Z ∪ y отлично и от X, и от Y . Обозначим это множество W , тогда |W | = k,
W 6= X, W 6= Y и W — (V1, V2)-разделяющее множество в нашем графе. Заметим, что любой путь
из V1 в W не проходит через вершины (непустого!) множества V2 \W — иначе бы W не разделяло V1

и V2. Выкинем из нашего графа множество вершин Y \W . Заметим, что любое (V1,W )-разделяющее
множество в новом графе G1 является (V1,W )-разделяющим и в старом, поскольку то, что мы выки-
нули, никак не помогает добраться из V1 в W . Следовательно, оно является и (V1, V2)-разделяющим,
ибо любой путь из V1 в V2 заходит в W . Поэтому в нем не менее k вершин. Но в графе G1 строго
меньше вершин, чем в исходном, так что к нему применимо индукционное предположение! Таким
образом, имеется k непересекающихся путей из V1 в W . Аналогично, имеется k непересекающихся
путей из W в V2. Осталось заметить, что путь из V1 в W и из W в V2 не могут пересекаться, кроме
как по общему концу в W — это бы означало, что W не разделяет V1 и V2. Таким образом, осталось
склеить два наших набора по k путей, чтобы получить k непересекающихся путей из V1 в V2.

Эта теорема была доказана в 2000 г. и преподносилась автором как более простой способ доказать
следующий классический результат:

Теорема 9 (Теорема Менгера, 1927). Пусть вершины a и b связного графа G не соединены. Тогда
наименьшее количество вершин (a, b)-разделяющего множества равно наибольшему количеству
непересекающихся по вершинам путей, соединяющих a и b.

Доказательство. Достаточно рассмотреть граф G − a − b и применить теорему Геринга к множе-
ствам V1, V2, где V1 — множество соседей a, V2 — множество соседей b (а k — наименьшая мощность
(V1, V2)-разделяющего множества).

Другое важное следствие теоремы Геринга — теорема Холла (также известная как лемма о де-
вушках, задача о свадьбах, задача о назначениях). Она относится к паросочетаниям в двудольных
графах. Двудольный граф — это граф, в котором вершины разбиты на два непересекающихся
подмножества и ребра соединяют только вершины разных подмножеств. Следуя традиции, будем
вершины одной из долей называть юношами, другой доли — девушками, а ребра — знакомства-
ми. Обозначим количество юношей в исследуемом графе через m, а количество девушек через d.
Паросочетание в графе (двудольном или нет) — это набор ребер без общих концов. В случае
двудольного графа знакомств юношей и девушек паросочетание можно понимать как возможность
одновременно женить нескольких юношей на знакомых им девушках.

Теорема 10 (Лемма о девушках). Если для любого k = 1, 2, . . . ,m любые k мальчиков знакомы
в совокупности хотя бы с k девочками, то можно одновременно поженить каждого юношу на
знакомой девушке (иными словами, существует паросочетание, покрывающее всех мальчиков).

Замечание. Очевидно обратное утверждение: если всех юношей можно поженить, то любые k
из них знают в совокупности не менее чем k девушек.

Доказательство. Применим к графу знакомств теорему Геринга. В качестве V1 возьмем множество
юношей, в качестве V2 — девушек. Докажем, что любое (V1, V2)-разделяющее множество содержит



не менее чем m = |V1| вершин. В самом деле, если |U | ≤ m− 1, U разделяет V1 и V2, то любое ребро
из V1 \ U ведет в U ∩ V2 (это равносильная переформулировка). Однако

|V1 \ U | − |U ∩ V2| = |V1| − |U ∩ V1| − |U ∩ V2| = |V1| − |U | = m− (m− 1) = 1.

Таким образом, множество юношей V1 \ U знакомо в совокупности менее чем |V1 \ U | девушками,
что по условию невозможно. Таким образом, любое (V1, V2)-разделяющее множество содержит не
менее чем m = |V1| вершин. Из этого по теореме Геринга следует, что имеется m непересекающихся
путей из V1 в V2. Но пути в двудольном графе чередующиеся, так что это должны быть просто m
ребер из V1 в V2 — что нам и нужно.

Из леммы о девушках легко вытекает ее полезное обобщение:

Теорема 11 (обобщенная лемма о девушках). Пусть 0 ≤ s ≤ m — целое неотрицательное число.
Если любые k (k = s, s + 1, . . . , m) юношей знают не меньше, чем k − s девушек, то можно
одновременно поженить хотя бы m− s юношей.

Доказательство. Позовем s специальных девушек, познакомим их со всеми юношами. Тогда для
нового графа будет выполняться условие обычной леммы о девушках. Поженим юношей, пользуясь
этой леммой. Хотя бы m−s юношей будут женаты не на специальных девушках, что и требовалось.

Другой формой обобщенной леммы о девушках является следующая

Теорема 12 (Кенига). Наибольшее количество ребер в паросочетании двудольного графа G равно
наименьшему количеству вершин в вершинном покрытии графа G (вершинное покрытие — это
такое множество вершин, что каждое ребро содержит хотя бы одну из них).

Доказательство. Обозначим наибольшее количество ребер в паросочетании через A, а наименьшее
количество вершин в вершинном покрытии — через B. Ясно, что A ≤ B (каждое ребро паросочета-
ния должно содержать одну из вершин вершинного покрытия). Докажем, что A ≥ B, то есть в гра-
фе существует паросочетание из B ребер. Для этого достаточно показать, что выполняется условие
обобщенной леммы о девушках с s = m−B. Предположим противное: некоторые k юношей (назовем
их блондинами, а остальных юношей — брюнетами) знают не больше, чем k− s− 1 = k−m + B− 1
девушек (назовем их шатенками, а остальных девушек — рыжими). Посмотрим на брюнетов и шате-
нок. Это всего (m−k)+(k−m+B−1) = B−1 человек. Так как блондины не знают рыжих девушек,
эти B−1 человек образуют вершинное покрытие графа G — противоречие с минимальностью B.

Иногда теорему Кенига формулируют в следующей форме:
В некоторых ячейках прямоугольной таблицы расставлены звездочки. Тогда наибольшее ко-

личество звездочек, не стоящих попарно в одной строке или одном столбце, равно наименьшему
количеству линий (линии — это строки или столбцы), содержащих все звездочки.

Для доказательства достаточно применить теорему Кенига к графу строк и столбцов, в котором
строка и столбец соединены ребром, когда на их пересечении поставлена звездочка.

Сейчас мы покажем, как с помощью теоремы Кенига доказывается важная теорема Дилуорса.
Введем некоторые определения.
Пусть M — некоторое множество, на котором введено отношение ≤ (то есть для некоторых

пар элементов a, b ∈ M говорят, что a ≤ b). Предположим, что это отношение удовлетворяет двум
следующим трем свойствам:

1◦. (рефлексивность) a ≤ a
2◦. (транзитивность) если a ≤ b и b ≤ c, то a ≤ c.
3◦. (антисимметричность) если a ≤ b и b ≤ a, то a = b.
Такое отношение называется частичным порядком, а множество M , на котором оно задано

— частично упорядоченным.
Примеры. 1. M = R, порядок обычный.
2. M — множество фигур плоскости с таким порядком: F1 ≤ F2, если фигура F1 лежит в F2.
3. M — множество вершин некоторого ориентированного графа без циклов. v1 ≤ v2, если суще-

ствует путь из вершины v2 в вершину v1.
Если a ≤ b или b ≤ a, элементы a и b называются сравнимыми, в противном случае a и b

называются несравнимыми.



Подмножество M1 ⊂ M множества M называется цепью, если любые два его элемента сравни-
мы. Заметим, что элементы a1, a2, . . . , ak конечной цепи можно пронумеровать так, что a1 ≤ a2 ≤
· · · ≤ ak. Это несложно доказать по индукции: упорядочим все элементы цепи, кроме одного, а
потом найдем, в какое место вставить этот оставшийся.

Если множество M само является цепью, оно называется линейно упорядоченным.
Подмножество M1 ⊂ M называется антицепью, если никакие два его различных элемента не

сравнимы. Например, множество фигур плошади 1 образует антицепь в примере 2.
Одним из основных фактов теории частично-упорядоченных множеств является следующая

Теорема 13 (Дилуорса). Пусть M — конечное частично упорядоченное множество. Тогда мини-
мальное количество цепей, покрывающих все элементы M (минимальное цепное покрытие) равно
максимальному количеству элементов в антицепи.

Доказательство. Обозначим через A минимальное количество цепей, покрывающих M , а через B
— максимально количество элементов антицепи. Ясно, что A ≥ B (любая антицепь содержит не
более одного элемента из каждой цепи, входящей в цепное покрытие). Надо доказать, что A ≤ B.
Построим следующий двудольный граф. Вершинам одной доли будут соответствовать элементы
множества M , а другой — назовем ее M ′ — их копии (копию элемента a будем обозначать a′).
Условимся о естественных обозначениях: будем говорить, что a < b, если a ≤ b и a 6= b. Будем
соединять элементы a ∈ M и b′ ∈ M ′ ребром, если a < b. Рассмотрим в полученном двудольном
графе максимально паросочетание. Пусть оно состоит из k ребер; количество элементов множества
M обозначим через n. Этим k ребрам соответствует k неравенств вида ai < bi (i = 1, 2, . . . , k) в
множестве M . При этом все ai различны, и все bi различны, однако может оказаться, что ai = bj .
Рассмотрим цепное покрытие множества M , в котором все цепи состоят из одного элемента (и того,
их n штук). Будем уменьшать это покрытие, объединяя цепи, следующим образом: на i-ом шаге,
пользуясь неравенством ai < bi, объединяем цепи, содержащие ai и bi. Так как все ai различны и все
bi различны, это возможно (до i-го шага элемент ai был самым большим в своей цепи, а bi — самым
маленьким). Таким образом, после k шагов получится n− k цепей. Если n− k ≤ B, то все доказано.
Предположим противное: n− k ≥ B +1. Вспомним, что k — это размер наибольшего паросочетания
в нашем графе. Согласно теореме Кенига, в этом графе найдется вершинное покрытие из k вершин.
Некоторые вершины этого покрытия, скажем, a1, a2, . . . , aj , будут лежать в доле M , а остальные,
скажем, b′1, b′2, . . . , b

′
k−j — в доле M ′. Выкинем из множества M все элементы a1, a2, . . . , aj , а также

b1, b2, . . . , bk−j . Останется хотя бы n − k элементов (некоторые из k выкинутых элементов могут
совпадать), назовем их интересными. Заметим, что если для интересных элементов a, b выполнено
неравенство a > b, то в графе G есть ребро (a, b′), не пересекающееся с нашим вершинным покрытием
— противоречие. Значит, выкинутые элементы образуют антицепь, в которой хотя бы n− k ≥ B + 1
элемент — противоречие с выбором B.

Перейдем к изучению паросочетаний в недвудольных графах.
Множество A ⊂ V (G), состоящее из s вершин графа G (s = 0, 1, 2, . . . ) называется запрещаю-

щим, если в графе G−A найдется хотя бы s+1 нечетная компонента связности (то есть компонента
связности с нечетным числом вершин).

Теорема 14 (Татта). В графе G существует совершенное паросочетание если и только если в нем
отсутствуют запрещающие множества.

Доказательство. Предположим, что в графе есть запрщающее множество A из s вершин. Обозна-
чим C1, C2, . . . , Cs+1 нечтеные компоненты графа G − A (возможно, есть и еще нечетные компо-
ненты). Ясно, что в любом паросочетании F графа G вершины компоненты Ci не разбиваются на
пары, поэтому либо одна из них не покрыта паросочетанием F , либо одно из ребер F ведет из Ci в
A. Поскольку в A всего s вершин, паросочетание F содержит не более s ребер, ведущих в A, стало
быть для некоторого i = 1, 2, . . . , s + 1 имеет место первый случай: одна из вершин компоненты Ci

не покрыта ребрами F . Значит, паросочетание F не является совершенным. Таким образом, в графе
с совершенным паросочетанием не может быть запрещающего множества.

Докажем обратное утверждение: в графе без запрещающих множеств есть совершенное паросо-
четание.

Предположим противное. Рассмотрим граф G0 без наибольшего паросочетания и без запрещен-
ных множеств. Ясно, что количество вершин графа G0 четно (иначе запрещенным является множе-
ство из 0 вершин).



Предположим, что к графу G0 можно добавить ребро e (соединив две еще не соединенные вер-
шины) так, чтобы в графе G0 + e по-прежнему не было совершенных паросочетаний. Докажем, что
и запрещенных множеств в графе G0 + e также нет. Предположим противное: в графе G0 + e есть
запрещенное множество A из s вершин и C1, C2, . . . , Cs+1 — нечетные компоненты графа G0 +e−A.
Граф G0−A либо совпадает с графом G0 + e−A (если хотя бы один из концов ребра e лежит в A),
либо получается из G0 + e−A удалением ребра e (в противном случае). В первом случае множество
A очевидно является запрещающим и в графе G0 — противоречие. Во втором случае множество A
также является запрещающим в графе G0, так как при удалении ребра количество нечетных ком-
понент не уменьшается (если ребро удалялось из нечетной компоненты и было в ней мостом, одна
из двух новых компонент все равно будет нечетной). Опять противоречие.

Итак, граф G0 + e также не имеет ни совершенного паросочетания, ни запрещающих множеств.
Будем добавлять к имеющемуся графу ребра, пока это возможно (то есть не появляется совершенное
паросочетание). Если ни одного ребра добавить нельзя, то граф G обладает следующим свойством
насыщенности: в графе G нет совершенного паросочетания, но оно появляется при добавлении
любого ребра.

Структура насыщенных графов описывается полностью.
Рассмотрим насыщенный граф G. Обозначим через V1 множество вершин графа G полной сте-

пени (то есть соединенных со всеми).
Докажем следующее утверждение: в графе G− V1 любая компонента связности является пол-

ным графом.
Достаточно показать, что если в графе G− V1 проведены ребра v1 − v2 и v1 − v3, то в нем про-

ведено и ребро v2 − v3 (то есть отношение быть соединенными ребром транзитивно). Предположим
противное: v2 и v3 не соединены. Так как v1 /∈ V1, вершина v1 не соединена с некоторой вершиной
v4 ∈ V (G).

Пользуясь свойством насыщенности, находим совершенные паросочетания F1 и F2 в графах
G + e1 и G + e2, где e1 = v2 − v3, e2 = v1 − v4. Рассмотрим ребра паросочетаний F1 и F2. Они обра-
зуют несколько чередующихся циклов и несколько ребер, принадлежащих обоим паросочетаниям.
Рассмотрим циклы C1 и C2, содержащие ребра e1 и e2 соответственно. Возможны два случая.

1) Если C1 6= C2, изменим паросочетание F1, заменив в цикле C1 ребра паросочетания F1 ребрами
паросочетания F2. Получим совершенное паросочетание графа G — противоречие.

2) Если C1 = C2, пойдем по пути C1−e2 от вершины v1 к вершине v4, пока не встретим вершину
v2 или v3. Не умаляя общности, это вершина v2. Изменим F1 следующим образом: заменим ребра F1

ребрами F2 на пути от v3 до v4 и добавим ребро v1−v3 (а ребро e1 удалим). Получится совершенное
паросочетание графа G — противоречие. Утверждение доказано.

Теперь совсем несложно закончить доказательство теоремы Татта.
Так как множество V1 не является запрещающим в графе G, нечетных компонент в G − V1 не

больше, чем количество s вершин множества V1. А в этом случае несложно построить совершенное
паросочетание в графе G — противоречие.

Как и лемма о девушках, теорема Татта может быть перенесена на случай несовершенных па-
росочетаний.

Назовем дефектом графа G минимальное из таких неотрицательных чисел k0, что при удалении
любых s вершин графа G образуется не более, чем s + k0 нечетных компонент.

Заметим, что четность дефекта равна четности количества вершин графа.
Верна следующая

Теорема 15 (Формула Бержа). Дефект графа равен количеству вершин, непокрытых наибольшим
паросочетанием.

Доказательство. Пусть d(G) — дефект графа G. Аналогично доказательству простой части теоре-
мы Татта убеждаемся, что в любом паросочетании остаются непокрытыми хотя бы d(G) вершин.

С другой стороны, если добавить к графу G новые вершины в количестве d(G) и соединить их
ребрами со всеми остальными и друг с другом, то в новом графе не будет запрещающих множеств
(действительно, если при удалении нескольких вершин остается хотя бы одна новая, то остается
связный граф; если же удаляются все новые вершины и s старых, то остается не более s + d(G)
нечетных компонент по определению дефекта). Значит, в новом графе есть совершенное паросоче-
тание. При этом все его ребра, кроме не более чем d(G), принадлежат и графу G. Стало быть в G
есть паросочетание, не покрывающее не более d(G) вершин.



Эйлеровы циклы и пути

Путь (соответственно, цикл) в графе называется эйлеровым, если он по разу содержит все
ребра графа.При этому удобно допускать в графе наличие кратных ребер.

Следующая теорема составляет простой критерий наличия в графе эйлерова пути или цикла.

Теорема 16. В связном (неориентированном) графе существует Эйлеров цикл (соответственно,
эйлеров путь, не являющийся циклом) если и только если в нем 0 (соответственно 2) вершины
нечетной степени.

Доказательство. Только-если-часть очевидна: эйлеров путь, проходя каждую промежуточную вер-
шину, использует два инцидентных ей ребра, стало быть степени всех вершин, кроме начала и кон-
ца, четны. Аналогично для цикла. Доказательство если-части проводится индукцией по количеству
ребер. Предположим для определенности, что речь о пути. Рассмотрим в нашем графе путь меж-
ду двумя вершинами нечетной степени. Удалим его. Граф, возможно, распадется на компоненты
связности, в каждой из которых степени всех вершин будут четными, а стало быть в них по индук-
ционному предположению будут существовать эйлеровы циклы. Будем двигаться в исходном графе
по удаленном пути. Каждый раз, встречая вершину из очередной не обойденной компоненты, будем
обходить ее по эйлерову циклу этой компоненты и продолжать движение по пути.

Гамильтоновы циклы и пути

Простой путь или цикл в графе называется гамильтоновым, если он проходит через каждую
вершину (ровно) один раз.

Простых критериев существования гамильтонова пути или цикла в графе не известно и, по всей
видимости, не существует.

Ограничимся следующей классической теоремой Дирака, дающей достаточное условие суще-
ствования гамильтонова пути или цикла в терминах степеней вершин.

Теорема 17. Если в графе G с n вершинами сумма степеней любых двух вершин не меньше n− 1
(соответственно, не меньше n), в нем существует гамильтонов путь (соответственно, цикл).

Доказательство. Нам понадобится следующая

Лемма. Если в графе с k вершинами имеется гамильтонов путь, и сумма степеней концов этого
пути не меньше, чем k, то в нем имеется и гамильтонов цикл.

Доказательство. Пусть p = A1A2 . . . Ak — гамильтонов путь, и вершина A1 имеет степень l. Рас-
смотрим l зеленых вершин, предшествующих (в смысле порядка от A1 до Ak) этим вершинам в пути
p. Предположим, что вершина Ak не соединена с зелеными вершинами. Тогда степень вершины Ak

не больше k − 1 − l, то есть сумма степеней вершин A1 и Ak не больше k − 1 — противоречие.
Значит, вершина Ak соединена с какой-то зеленой вершиной Ai. В этом случае в графе существует
гамильтонов цикл A1A2 . . . AiAkAk−1 . . . Ai+1A1

Из леммы сразу следует, что если утверждение теоремы верно для пути, то верно и для цикла.
Докажем для пути. Рассмотрим самый длинный простой путь p. Предположим, что он не га-

мильтонов и содержит k < n вершин. Граф, образованный вершинами пути p, назовем H. Заметим,
что концы самого длинного пути соединены только с другими вершинами того же пути, так что к
графу H применима лемма: сумма степеней концов пути p, являющегося в H гамильтоновым, не
меньше чем n− 1 ≥ k. Таким образом, в графе G найдется цикл, проходящий по k вершинам. Если
из него ведет хотя бы одно ребро вне цикла, то это сразу дает путь, проходящий по k + 1 вершине
— противоречие с максимальностью длины p. В противном случае степени всех вершин цикла не
превосходят k− 1, а степени не входящих в цикл вершин не превосходят n− k− 1, что в сумме дает
не более n− 2 — опять противоречие.

Покраски графов.

Раскраской вершин графа называется разбиение множества его вершин на несколько непересе-
кающихся подмножеств (называемых цветами). Разбиение множества ребер называется реберной
раскраской.



Раскраска называется правильной, если вершины, окрашенные в один цвет (то есть принадле-
жащие одному подмножеству разбиения), не соединены ребрами. Аналогично, реберная раскраска
называется правильной, если ребра одного цвета не имеют общих вершин.

Наименьшее количество цветов, в которые можно правильно покрасить вершины (соответствен-
но, ребра) графа G, называется хроматическим числом (соответственно, хроматическим ин-
дексом) графа G и обозначается χ(G) (соответственно, χ′(G)).

Граф G называется двудольным, если χ(G) ≤ 2 (то есть его вершины можно правильно покра-
сить в два цвета).

Следующая теорема дает простой критерий двудольности графа.

Теорема 18. Граф двудолен если и только если он не содержит нечетных циклов.

Доказательство. Ясно, что в двудольном графе нет нечетных циклов (в каждом цикле цвета вер-
шин чередуются). Докажем, что если нечетных циклов нет, то вершины можно покрасить в два
цвета. С этой целью покрасим произвольную вершину A0 в цвет 1. Присвоим вершине A0 ранг 0.
Вершины, соединенные с A0, назовем вершинами ранга 1 и покрасим в цвет 2. Вершины, соединен-
ные с вершинами ранга 1, покрасим в цвет 1 и присвоим им ранг 2. Продолжим в том же духе.
Заметим, что вершины одного ранга не соединены (иначе найдется нечетный цикл, образованный
соединенными вершинами одного ранга и путями от этих вершин до вершины A1 — точнее, до мо-
мента первой встречи этих путей). Отсюда следует, что построенная раскраска вершин (вершины
четного ранга красятся в один цвет, нечетного — в другой) будет правильной.

При c ≥ 2 проверка неравенства χ(G) ≤ c (то есть возможности покрасить вершины графа
в c цветов правильным образом) является значительно более сложной задачей (и математически,
и в смысле теории алгоритмов). Полного простого описания, как для двудольных графов, тут нет.
Поговорим о верхних оценках хроматического числа через оценки на степени вершин графа. Начнем
со следующего несложного, но полезного утверждения.

Лемма 2. Пусть v1, v2, . . . , vn — все вершины графа G, и при всех k = 1, 2, . . . , n вершина vk

имеет не более чем d соседей среди вершин v1, . . . , vk−1. Тогда χ(G) ≤ d + 1.

Доказательство. Будем красить вершины в указанном порядке в d+1 цвет, начиная с v1. Каждый
раз у очередной непокрашенной вершины имеется не более чем d непокрашенных соседей, поэтому
ее можно покрасить в цвет, отличный от цветов всех этих покрашенных соседей. Так покрасим все
вершины.

Следствие. Если степени всех вершина графа G не превосходят d, то

χ(G) ≤ d + 1. (3)

Доказательство. Пронумеруем вершины в произвольном порядке и применим лемму 2.

Заметим, что для полного графа Kd+1 оценка (3) не улучшаема. Кроме того, она не улучшаема
для d = 2 и графа, являющегося нечетным циклом. Глубокая теорема Брукса утверждает, что
во всех остальных случаях для связного графа верно неравенство χ(G) ≤ d (понятно, что задача
правильной покраски графа сводится к покраске каждой компоненты связности, так что по существу
достаточно ограничиться связными графами).

Теорема 19 (Брукс). Пусть G — граф, степени всех вершины которого не превосходят d. Тогда
если d ≥ 3 и ни одна компонента связности G не является полным графом Kd+1, то χ(G) ≤ d.
При d = 2 неравенство χ(G) ≤ 2 выполняется, если ни одна компонента связности не является
нечетным циклом.

Доказательство. Как уже было сказано, достаточно рассмотреть случай связного графа G. Случай
d = 2 понятен: G является путем или циклом, все пути и четные циклы красятся в 2 цвета, а
нечетные циклы не красятся. Пусть d ≥ 3. Выберем некоторую вершину q и ранжируем граф,
начиная с x (q имеет ранг 0, соседи q — ранг 1, соседи вершин ранга 1, не имеющие ранга 0 и 1
имеют ранг 2 и так далее). Пронумеруем теперь все вершины графа, начиная с самого последнего
ранга: сначала номера получат все вершины последнего ранга (в произвольном порядке), потом все
вершины предпоследнего и так далее. Пусть v1, v2, . . . , vn = q — построенная нумерация. Заметим,
что при i < n вершина vi имеет хотя бы одного соседа vj с j > i (поскольку соединена хотя бы



с одной вершиной меньшего ранга). Отсюда следует, что количество соседей вершины vi среди
вершин v1, . . . , vi−1 не превосходит d − 1. Таким образом, применяя к графу G′ = G − x лемму 2,
получаем, что G′ можно правильно покрасить в d цветов 1, 2, . . . , d. Назовем правильную покраску
G′ предпокраской. Заметим, что если нам удастся найти предпокраску, для которой соседи веришны
q покрашены не во все используемые d цветов, то мы легко докрасим q. В частности, это заведомо
имеет место, если deg(q) < d. Предположим, что правильной покраски нашего графа не существует,
тогда deg(q) = d и для любой предпокраски соседи u1, . . . , ud вершины q имеют различные цвета.
Начнем с какой-то предпокраски, не умаляя общности, будем считать, что ui имеет цвет i длля всех
i = 1, 2, . . . , d. Рассмотрим вершины цветов 1 и 2, пусть G12 — подграф G, образованный ими, и
C12 — компонента связности этого графа, содержащая вершину u1. Отметим следующие свойства
компоненты C12:

1) u2 ∈ C12. Действительно, если это не так, можно в компоненте C12 поменять местами цвета 1
и 2, после чего среди соседей q не окажется вершины цвета 1 — противоречие (мы получили выше,
что для любой предпокраски соседи q имеют все цвета по разу.)

2) Компонента C12 — простой путь из u1 в u2. Докажем это. Если степень вершины u1 в компо-
ненте C12 не меньше 2, то среди соседей вершины u1 встречается не более чем 1 + (d − 3) = d − 2
цветов, что позволяет изменить предпокраску, перекрасив u1 в цвет, отличный от 1 — противоречие.
Аналогично, степень вершины u2 в C12 равна 1. Ранжируем компоненту C12 из вершины u1 и пред-
положим, что степень некоторой вершины в ней хотя бы 3 (если нет, то все доказано — C12 может
быть только простым путем из u1 в u2). Рассмотрим такую вершину w наименьшего ранга. Среди
соседей вершины w встречается не более d − 3 цветов, отличных от 1 и 2, что позволяет перекра-
сить w в цвет, отличный от 1 и 2. Но тогда из-за минимальности ранга вершины w компонента C12

становится просто путем из u1, который обрывается, не дойдя до u2. Но ни в какой предпокраске
это не так по п.1) — противоречие.

Такие компоненты, которые мы будем называть чередующимися цепями, можно построить для
любой пары цветов. Отметим еще свойство

3) Две чередующиеся цепи не могут иметь общих вершин, кроме концов. Действительно, если
некоторая вершина w принадлежит, например, 12-цепи и 13-цепи, то ее соседи имеют не более чем
d− 4 цветов, отличных от 1,2,3, что позволяет ее перекрасить и разрушить обе цепи.

Теперь воспользуемся тем, что граф G — не полный. Тогда среди вершин u1, . . . , ud найдутся две
несмежные, пусть это будут вершины u1 и u2. Поменяем цвета 1 и 3 в цепи C13 (тут мы пользуемся
тем, что d ≥ 3). Теперь легко видеть, что цепи между парами цветов 1,2 и 2,3 пересекаются —
заключительное противоречие, заканчивающее доказательство

Обозначим через χG(k) количество правильных раскрасок графа G в k (данных) цветов. Эта
функция переменной k называется хроматическим многочленом графа G.

Легко видеть, что, например,

χK̄n
= kn

χKn(k) = k(k − 1) . . . (k − n + 1) = (k)n

χTn = k(k − 1)n−1,

где K̄n,Kn, Tn — соответственно пустой граф, полный граф и (произвольное) дерево с n вершинами.
Убедиться в этих соотношениях можно, крася вершины по одной, в случае дерева — подвесив его
за вершину и крася по очереди вершины нулевого ранга, потом первого, потом второго и так далее.

Хроматический многочлен не только в этих случаях, а всегда является многочленом от k:

Теорема 20. Если G — граф с n вершинами, то χG(k) — унитарный (со старшим коэффициентом
1) многочлен от k степени n c целыми коэффициентами.

Доказательство. Каждой раскраске графа G соответствует разбиение множества его вершин на
антиклики (пустые подграфы): для каждого цвета множество вершин этого цвета есть антиклика
(возможно, пустая — то есть без вершин). Заметим, что для каждого разбиения множества V (G)
на m непустых антиклик имеется ровно k(k − 1)(k − 2) . . . (k − m + 1) = (k)m раскрасок, дающих
это разбиение (первая антиклика красится в один из k цветов, вторая в один из k − 1 и так далее).
Таким образом, если обозначить S(G,m) количество разбиений V (G) на m антиклик, то

χG(k) =
n∑

m=0

S(G,m)(k)m. (4)



Осталось заметить, что (k)m — многочлен степени m от переменной k и S(G,n) = 1, откуда χG —
унитарный многочлен степени n.

Например, для пустого графа на n вершинах из (4)получаем известное соотношение

kn =
∑

S(n, m)(k)m, (5)

где S(n,m) — числа Стирлинга второго рода (количество разбиений множества мощности n на m
непустых подмножеств).

Очень полезным оказывается также рекуррентная формула для хроматического многочлена:

Теорема 21. Пусть e = uv — ребро графа G. Тогда

χG = χG−e − χG/e, (6)

(где графы G− e и G/e получаются из G соответственно удалением ребра G и стягиванием его в
одну вершину.)

Доказательство. Раскраски графа G−e, в которых u и v имеют разный цвет, находятся в очевидном
взаимно-однозначном соответствии с раскрасками G; раскраски графа G−e, в которых u и v имеют
одинаковый цвет — во взаимно- однозначном соответствии с раскрасками G/e. Отсюда и получаем
χG−e = χG + χG/e.

Покажем, как работает рекуррентное соотношение (6), доказав следующую теорему, связываю-
щую хроматический многочлен и ациклические ориентации графа. (ациклическая ориентация
есть способ ориентировать каждое ребро графа так, чтобы полученный ориентированный граф не
имел циклов).

Теорема 22 (Стэнли). Пусть f(G) — количество ациклических ориентаций графа G с n верши-
нами. Тогда

f(G) = (−1)nχG(−1). (7)

Доказательство. Для пустых графов равенство (7) очевидно. Примем это за базу индукции, веду-
щейся по числу ребер. Пусть e = uv — ребро графа G и для графов с меньшим числом ребер (7)
установлено. Докажем, что

f(G) = f(G− e) + f(G/e). (8)

Тогда (7) будет следовать из индукционного предположения и (6):

f(G− e) + f(G/e) = (−1)nχG−e(−1) + (−1)n−1χG/e(−1) = (−1)nχG(−1),

что и требовалось. Осталось проверить рекуррентное соотношение 8. Ациклические ориентации
графа G − e разобьем на два типа: пусть в A таких ориентациях между вершинами u и v есть
путь (только в одном направлении, конечно), а в B ориентациях пути нет. Заметим, что тогда
f(G) = A + 2B: ациклические ориентации G − e, в которых между u и v есть путь, единственным
образом дополняется до ориентации G (надо ориентировать ребро e так же, как этот путь), а те,
в которых пути между u и v нет — двумя способами (ориентируем ребро e как угодно). Осталось
доказать, что f(G/e) = B. Но и это понятно: именно ориентации графа G− e, в которых нет путей
между u и v останутся ациклическими после стягивания ребра e.

Обратимся к реберным раскраскам. Следующая теорема дает удивительно точные оценки на
хроматический индекс графа через максимальную степень вершины.

Теорема 23 (Визинг). Пусть d — макимальная степень вершин графа G. Тогда d ≤ χ′(G) ≤ d+1.

Доказательство. Оценка d ≤ χ′(G) очевидна (ребра, выходящие из одной вершины, должны иметь
разный цвет). Докажем, что граф можно покрасить в d+1 цвет. Индукция по количеству ребер. База
(1 ребро) очевидна. Индукционный переход. Рассмотрим граф с наименьшим количеством ребер,
для которого утверждение не верно. Удалим в нем произвольно одно ребро. Покрасим оставшийся
граф в d + 1 цвет 1, 2, . . . , d + 1. Будем говорить, что цвет i отсутствует в вершине v, если ни одно
из ребер, выходящих из v, не покрашено в цвет i. Ясно, что в каждой вершине отсутствует хотя бы
один цвет (степень любой вершины меньше числа цветов).



Пусть e1 = xy1 — удаленное ребро. Пусть также в вершине x отсутствует цвет s, а в вершине y —
цвет t1. Из вершины x выходит хотя бы одно ребро цвета t1, иначе можно покрасить e1 в цвет t1 (и
получить правильную раскраску ребер графа G). Пусть это ребро xy2, и в вершине y2 отсутствует
цвет t2. Предположим, что уже построены (различные) ребра ei = xyi для i = 2, 3, . . . , l такие, что
ребро ei = xyi покрашено в цвет ti−1, отсутствующий в вершине yi−1.

Если можно продолжить эту последовательность (то есть найдется вершина yl+1, отличная от
y1, y2, . . . , yl, для которой ребро xyl+1 окрашено в цвет tl), продолжим ее. Когда-то этот процесс
остановится. Рассмотрим этот момент.

Из вершины x не выходит ребер цвета tl в вершины, отличные от y2, y3, . . . , yl−1. Если из вершины
x вообще не выходит ребер цвета tl, перекрасим каждое ребро xyi в цвет ti (i = 1, 2, . . . , l). Получим
правильную покраску ребер графа G.

Значит, из вершины x выходит ребро цвета tl в какую-то вершину yj . Снова перекрасим ребра
ei = xyi в цвета ti, на этот раз для i = 1, 2, . . . , j − 1. Ребро ej = xyj пока оставим непокрашенным.

Посмотрим на ребра цветов s и tl. Граф, образуемый этими ребрами, назовем G1. Ясно, что в
графе G1 степени вершин не больше 2, причем каждая компонента связности — либо цикл, либо
путь. Заметим, что вершины x, yl и yj имеют в G1 степени не больше 1 (так как в вершине x
отсутствует цвет s, а в вершинах yl и yj — цвет tl).

Значит, вершины x, yj , yl не могут лежать в одной компоненте графа G1. Рассмотрим два случая.
1. Вершины x и yj находятся в разных компонентах. В этом случае в компоненте, содержащей

вершину yj , переставим цвета s и tk. Тогда можно покрасить ребро xyj в цвет s.
2. Вершины x и yj находятся в одной компоненте, а yl — в другой. Перекрасим ребра ei (i =

j, j + 1, . . . , l− 1) в соответствующие цвета ti, а ребро el = xtl оставим непокрашенным. После этого
переставим цвета s и tl в компоненте, содержащей вершину yl. Наконец, покрасим ребро xyl в цвет
s.

Планарные графы

Граф называется плоским, если он изображен на плоскости так, что вершинам соответствуют
различные точки плоскости, а ребрам — непересекающиеся ломаные между этими вершинами. Граф,
изоморфный плоскому (то есть тот, который можно так изобразить), называется планарным.

Для плоского графа можно определить грань как одну из областей, на которые ребра графа
делят плоскость (в том числе, "внешнюю"область).

Теорема 24 (Формула Эйлера). Пусть В — число вершин, Р — ребер, Г — граней, К — компонент
связности плоского графа. Тогда

B − P + Γ = 1 + K (9)

Доказательство. Индукция по количеству ребер. Если ребер нет, то Γ = 1, K = B и (9) выполняет-
ся. Предположим, что формула (9) установлена для всех графов с меньшим количеством ребер, чем
наш граф G. Удалим из G произвольное ребро e. Если ребро e было мостом, то количество граней не
изменится, а компонент связности — увеличится на 1. Если оно е было мостом, то количество граней
уменьшится на 1, а количество компонент связности не изменится. В обоих случаях обе части (9)
изменятся на одну и ту же величину, так что истинность формулы (9) для нового графа влечет ее
для G, что и требовалось.

Формула Эйлера — основной инструмент работы с плоскими графами.

Теорема 25. В любом плоском (а стало быть, и планарном) графе выполняется оценка

P ≤ 3B − 6. (10)

В плоском графе без треугольников оценка может быть улучшена до

P ≤ 2B − 4. (11)

Доказательство. Заметим, что в каждой грани не менее 3 ребер, при этом каждое ребро входит не
более чем в две грани. Считая количество пар (грань, ребро этой грани) двумя способами получаем
2P ≥ 3Γю Отсюда Γ ≤ 2P/3. Подставляя это неравенство в неравенство 2 ≤ B − P + Γ, очевидно
следующее из формулы Эйлера (9), получаем, что 2 ≤ B−P + 2P/3 = B−P/3, откуда P ≤ 3B− 6.
Для графа без треугольников доказательство аналогично, нужно лишь в начале заметить, что в
каждой граней не менее 4 ребер, откуда 2P ≥ 4Γ.



Следствие. В любом планарном графе найдется вершина степени не больше, чем 5. В любом
планарном графе без треугольников найдется вершина степени не больше, чем 3.

Доказательство. Достаточно заметить, что среднее арифметическое степеней вершин графа равно
2P/B и применить оценки (10), (11)

Теорема 26. Графы K5 (полный граф с 5 вершинами) и K3,3 (полный двудольный граф с долями
по три вершины) непланарны.

Доказательство. Для этих графов не выполняются оценки (10), (11) соответственно.

Глубокая теорема Понтрягина-Куратовского утверждает, что наличие K5 или K3,3 — не только
достаточное, но и необходимое условие непланарности графа.

Будем называть подразбиением графа такую процедуру, повторенную несколько раз: ребро
uv заменяем на путь uwv, где w — новая вершина (степени 2). Два графа будем называть гомео-
морфными, если их можно подразбить так, что они станут изоморфны.

Ясно, что два гомеоморфных графа планарны или нет одновременно.

Теорема 27 (Понтрягин, Куратовский). Граф планарен тогда и только тогда, когда он не содер-
жит подграфов, гомеоморфных K5 и K3,3.

Доказательство теоремы можно изучить, например, по популярной статье А. Б. Скопенкова
(http://www.mccme.ru/free-books/matpros/ia116128.pdf.zip).

Типичный пример планарного графа — граф вершин и ребер выпуклого многогранника в трех-
мерном пространстве. Его несложно изобразить на плоскости с помощью следующей конструкции:
берем точку P близко к внутренней точке Q некоторой грани α многогранника и проектируем много-
гранник из P на α центрально. Поскольку каждый луч, выходящий из P , пересекает многогранник
0 или 2 раза, и если два раза, то один раз — в точке грани α, мы получим в плоскости α плоскую
картинку.

Если G — плоский граф, можно определить двойственный граф G′, вершины которого соот-
ветствуют граням графа G. Именно, поместим в каждую грань графа G по точке и соединим ребром
точки, находящиеся в соседних (по ребру) гранях. Если граф G был связным и трехсвязным, то в
G′ количество вершин равно количеству граней G; количество граней — количеству вершин G; ко-
личества ребер графов G и G′ совпадают. Граф, двойственный к G′, в этом случае совпадает с
G. В действительности каждый связный трехсвязный плоский граф есть граф ребер некоторого
выпуклого многогранника.

Заметим, что граф, изображенный без пересечений ребер на сфере, также является планарным.
Это следует, например, из того, что сфера при стереографической проекции (из северного полюса
на касательную плоскость в южном полюсе) переходит в плоскость.

Применим формулу для Эйлера для доказательства следующего базового утверждения теории
геометрических конфигураций.

Теорема 28 (Задача Сильвестра). На плоскости проведено несколько (конечное число) прямых
так, что через точку пересечения любых двух прямых проходит еще хотя бы одна прямая. Тогда
все прямые имеют общую точку.

Доказательство. Выберем точку O вне плоскости и для каждой из наших прямых ` рассмотрим
плоскость (O, `). Рассмотрим также сферу с центром O. Наши плоскости высекают на ней большие
круги, и по предположению через точку пересечения любых двух проходит еще хотя бы один. Но
тогда в полученном графе степень каждой вершины не менее 6. Это невозможно для планарных
графов без кратных ребер. Но кратные ребра могут представлять собой только дуги разных полу-
окружностей, соединяющих диаметрально противоположные точки. А это возможно лишь в случае,
когда все прямые проходят через одну точку.

Вероятно, самым знаменитым утверждением теории графов является следующая

Теорема 29 (Гипотеза четырех красок). Любой плоский граф можно правильно покрасить в 4
цвета.

Известные доказательства этой теоремы существенно опираются на компьютерный перебор боль-
шого числа вариантов. Поиск человеческого доказательства все еще ведется.

Гораздо проще доказать следующий более слабый результат.



Теорема 30 (Теорема о пяти красках). Любой плоский граф можно правильно покрасить в 5
цветов.

Доказательство. Индукция по числу вершин. База очевидна. Пусть для графов с меньшим числом
вершин, чем наш граф G, утверждение доказано. Докажем для G. Выберем в G вершину a, степень
которой не превосходит 5. Пользуясь индукционным предположением, покрасим весь граф без a в
цвета 1,2,3,4,5 правильным образом. Если среди соседей вершины a нет вершин всех пяти цветов,
просто докрасим a. В противном случае у a есть 5 соседей, и они покрашены в цвета от 1 до 5.
Можно считать, что порядок цветов соответствует порядку выходящих из a ребер против часовой
стрелки. Соседа a, покрашенного в цвет i, назовем vi (1 ≤ i ≤ 5). Заметим, что для либо пара
вершин v1, v3 не соединяется цепочкой, в которой чередуются цвета вершин 1 и 3, либо аналогичное
верно для цветов 2 и 4. В самом деле, такие цепочки должны были бы пересечься, что невозможно.
Если цепочки нет, например, для цветов 1 и 3, то можно рассмотреть все вершины цветов 1 и 3,
до которых можно добраться от вершины v1 по чередующимся цепочам цветов 1 и 3, и поменять в
этом множестве вершин цвета 1 и 3 местами. Вершина v3 останется цвета 3, и мы сможем покрасить
a в цвет 1.

Теория Рамсея

Теория Рамсея — большая и важная область математики, основанная на той парадигме, что в
достаточно большой структуре, об устройстве которой ничего не предполагается, можно найти
подструктуру, устроенную некоторым регулярным образом.

Самый простой пример утверждения в таком стиле: из шести людей всегда можно выбрать либо
троих, попарно знакомых, либо троих, попарно незнакомых. Доказательство: возьмем одного из
людей, Васю, у него есть либо хотя бы трое знакомых, либо хотя бы трое незнакомых. В первом
случае (второй аналогичен) заметим, что любо какие-то двое из Васиных знакомых знакомы —
тогда имеем трех попарно знакомых, либо никакие два не знакомы — тогда имеем трех попарно
незнакомых.

Основная теорема, которую мы докажем, обобщает приведенное утверждение в нескольких на-
правлениях. Во-первых, мы будем рассматривать не пары людей (ребра графа знакомств), а на-
боры людей по k (k-гиперребра). Во-вторых, мы мы будем красить эти гиперребра не в два цвета
(знакомы-незнакомы), а в m цветов. Наконец, искать мы будем подмножество заранее выбранной
мощности, в котором все гиперребра одного цвета.

Именно, дадим следующее

Определение. Будем говорить, что натуральное число N обладает свойством Рамсея
R(k; m1, . . . , md), если для любой покраски всех k-элементных подмножеств N -элементного мно-
жества M в d цветов 1, . . . , i найдется номер i и подмножество A ⊂ M , |A| = mi, такое, что все
k-элементные подмножества множества A покрашены в цвет i. Наименьшее из натуральных чи-
сел, удовлетворяющих свойству R(k; m1, . . . , md), будем обозначать R(k; m1, . . . ,md) и называть
числом Рамсея для данного набора параметров.

Например, приведенное выше утверждение о шести людях может быть сформулировано так:
R(2; 3, 3) ≤ 6. (Легко видеть, что на самом деле R(2; 3, 3) = 6.)

Совершенно не очевидно а приори, что свойству Рамсея с данными параметрами вообще удовле-
творяет хотя бы одно число. Это утверждает следующая фундаментальная

Теорема 31 (Рамсей). Для любых натуральных чисел k, m1, . . . ,md найдется натуральное N ,
удовлетворяющее свойству R(k;m1, . . . , md). Иными словами, число R(k; m1, . . . , md) существует
и конечно.

Доказательство. Во-первых отметим, что:
(i) R(1;m1, . . . , md) =

∑
mi−d+1 для любых натуральных m1, . . . , md. В самом деле, речь идет

о покраске просто элементов множества, и отсутствие одноцветного множества A мощности mi и
цвета i означает, что в цвет i покрашено не более чем mi − 1 элементов. Это возможно, если всего
элементов не больше, чем

∑
mi − d, и невозможно в противном случае.

(ii) Если min(m1, . . . , md) < k, то R(1; m1, . . . , md) = min(m1, . . . ,md). Это сразу следует из того,
что при mi < k любое множество мощности mi нам подойдет в качестве A.

Будем вести двойную индукцию: во-первых по k (база тут есть (i)), а во-вторых по
∑

mi (при
фиксированном k), тут базой будет (ii).



Итак, предположим, что числа Рамсея конечны при меньших значениях k и при данном k при
меньшем значении

∑
mi. Докажем, что конечно R(k; m1, . . . ,md). Если min(m1, . . . , md) < k, то это

уже доказано, так что пусть min(m1, . . . , md) ≥ k. Обозначим Q1 = R(k; m1 − 1,m2, . . . , md), анало-
гично определим остальные Qi (i = 2, . . . , d). Эти числа существуют и конечны по индукционному
предположению. Положим также N = 1 + R(k − 1;Q1, . . . , Qd). Согласно внешнему индукционно-
му предположению (которое по k), число N также конечно. Докажем, что R(k; m1, . . . , md) ≤ N ,
то есть что N удовлетворяет свойству R(k; m1, . . . , md). Рассмотрим N -элементное множество M ,
k-элементные подмножества которого покрашены в цвета от 1 до d. Зафиксируем элемент a ∈ M и
каждое множество A ⊂ M \ a =: M1 мощности k − 1 покрасим в тот цвет i, в который покрашено
множество a∪A в M . Получим покраску (k−1)-элементных подмножеств множества M1 в цвета от
1 до i. Поскольку N − 1 выбрано удовлетворяющим свойству R(k− 1;Q1, . . . , Qd), мы можем найти
в M1 подмножество A мощности Qi, все (k − 1)-элементные подмножества которого имеют цвет i.
Не умаляя общности, считаем что i = 1. Тогда в A найдется (в силу определения Qi) подмножество
либо подмножество мощности mi, все k-элементные подмножества которого имеют цвет i, для неко-
торого номера i ∈ {2, . . . , d}; либо подмножество мощности m1 − 1, все k-элементные подмножества
которого имеют цвет 1. В первом случае сразу имеем то, что нужно. Во втором случае имеем то,
что нужно, после добавления к найденному подмножеству мощности m1 − 1 элемента a.

Число R(2; k, m) часто обозначают просто R(k, m). По доказанному R(1,m) = 1 и R(k,m) ≤
R(k − 1, m) + R(k, m− 1). Отсюда по индукции получаем оценку

R(k, m) ≤
(

k + m− 2
k − 1

)
. (12)

Приведем два применения теоремы Рамсея — в теории чисел и в геометрии.

Теорема 32 (Шур). Если натуральный ряд покрашен в конечное число цветов, то уравнение x+y =
z имеет одноцветное решение.

Доказательство. Рассмотрим полный граф, вершины которого суть натуральные числа и покрасим
ребро (i, j) в тот цвет, в который покрашено число |i− j|. По теореме Рамсея в этом графе найдется
одноцветный треугольник, то есть три числа a < b < c такие, что числа x = b − a, y = c − b, z =
c− a одного цвета. Что и требовалось. Как видим, достаточно даже ограниченного (но зависящего,
разумеется, от количества цветов) отреза натурального ряда.

Теорема 33 (Эрдеш, Секереш). Для любого натурального k найдется такое N , что из любых
N точек на плоскости общего положения (никакие 3 не лежат на одной прямой) найдется k,
являющихся вершинами выпуклого k-угольниа.

Доказательство. Будем говорить про набор вершин выпуклого многоугольника, что это точки в
выпуклом положении, про другие наборы точек будем говорить, что они находятся в невыпуклом
положении.

Нам понадобятся два простых утверждения:
(i) Из любых пяти точек общего положения найдутся 4 в выпуклом положении.
В самом деле, если выпуклая оболочка нашей пятерки точек это четырехугольник или пяти-

угольник, то все ясно, если же это треугольник ABC с точками D, E внутри, то прямая DE пересе-
кает какие-то две стороны треугольника ABC, например AB и AC, и тогда B, C,D, E в выпуклом
положении.

(ii) Если из k ≥ 4 точек любые 4 лежат в выпуклом положении, то все лежат в выпуклом
положении. Действительно, в противном случае какая-то точка P попадет внутрь выпуклой обо-
лочки остальных. Если A — вершина выпуклой оболочки, то луч AP повторно пересечет некоторую
сторону BC выпуклой оболочки, и тогда A,B, C, P не будут в выпуклом положении.

Теперь ясно, что годится N = R(4; 5, k). В самом деле, крася четверку точек в первый цвет,
если она в невыпуклом положении, и во второй — если в выпуклом, мы найдем либо 5 точек, для
которых все четверки первого цвета (что невозможно по (i)), либо k точек таких, что все четверки
второго цвета, что нам и нужно по (ii).

Вероятностный метод



Вопросы о существовании объектов с некоторыми предписанными свойствами являются цен-
тральными во многих областях математики. Часто оказывается, что явным образом предъявить
объект трудно, но можно обнаружить, что он является в той или иной степени типичным.

Приведем несколько примеров.
1. Рассмотрим случайное число из отрезка [0,1]. "Случайность"здесь означает, что вероятность

этого числа попасть в какой-то меньший отрезок равна длине этого отрезка. (Для знакомых с поня-
тием меры Лебега: вероятность числа попасть в некоторое измеримое множество равна по опреде-
лению мере этого множества). В его двоичной записи цифры 0 и 1 встречаются примерно одинаково
часто (то есть доля единиц среди первых N цифр стремится к половине, когда N неограниченно
возрастает). То же верно для троичной записи: там поровну нулей, единиц и двоек. Очень сложно
(кажется, никто не умеет) предъявлять явно хотя бы одно иррациональное число, удовлетворяющее
обоим этим требованиям — хотя им удовлетворяет почти любое число.

2. Известно, что не всякая непрерывная функция является кусочно дифференцируемой. Пер-
вые примеры таких “экзотических” функций были построены Вейерштрассом и описаны во многих
учебниках анализа. Однако большинство непрерывных функций, возникающих не искусственно, все
же являются кусочно гладкими. Исключение в этом неформальном правиле составляют случайные
функции — траектории броуновского движения. Случайно движущаяся частица ни в один момент
не имеет скорости. Отметим также, что свойство непрерывной функции не иметь ни в одной точки
производной является “типичным”: функции, имеющие производную хотя бы в одной точке, обра-
зуют “тощее” множество в смысле категории Бэра (то есть представимо как объединение счетного
семейства нигде не плотных множеств).

Введем необходимые для дальнейшего понятия из теории вероятностей.
Вероятностное пространство
Пусть Ω — некоторое (обычно конечное) множество, которое мы назовем вероятностным про-

странством. Пусть некоторым (в случае конечного пространства Ω — просто всем) подмножествам
A ⊂ Ω сопоставляется число Prob(A) ∈ [0, 1], называемое вероятностью события A (множество
A ⊂ Ω будем называть событием). так, что

(i) семейство событий, то есть подмножеств пространства Ω, на которых определена вероятность,
образует σ-алгебру, то есть содержит ∅, Ω, вместе с любыми событиями содержит их дополнения и
объединение не более чем в счетном количестве.

(ii) Prob(∅) = 0, Prob(Ω = 1).
(iii) Prob(A tB) = Prob(A) + Prob(B) (здесь и далее A tB означает дизъюнктное объединение

событий A и B, то есть объединение непересекающихся множеств A и B. В теории вероятностей
говорят не “непересекающиеся множества”, а “несовместные события”.) Аналогичное равенство верно
для счетного дизъюнктного объединения.

Иными словами, вероятность есть мера на пространстве событий такая, что мера всего простран-
ства равна 1. Такие меры называют вероятностными.

Приведем несколько примеров:
1. Если Ω — конечное множество, то можно определить вероятность подмножества A ⊂ Ω как

|A|/|Ω| (| · | обозначает количество элементов в множестве). Говорят, что элементы Ω равновероятны.
2. Рассмотрим эксперимент с подбрасыванием монеты, которая падет орлом с вероятностью p и

решкой с вероятностью 1−p. В качестве пространства Ω возьмем двухэлементное множество {орел,
решка} и определим вероятности указанным образом.

3. Если Ω — пространство с конечной мерой µ, то можно определить вероятностную меру µ/µ(Ω).
Так, можно говорить о случайном выборе точки в отрезке — вероятность попасть в меньший отрезок
пропорциональна его длине.

4. Если Ω1, Ω2 — два вероятностных пространства, можно определить их произведение Ω1 ×
Ω2. Как множество это будет просто декартово произведение, а вероятность определим так: для
A ⊂ Ω1, B ⊂ Ω2 положим Prob(A × B) = Prob(A) · Prob(B). В силу свойств вероятности это
равенство однозначно задает вероятности всех событий, которые есть счетные объединения событий
типа A×B (в конечном случае — вообще всех событий). Так, если монетка подбрасывается дважды,
то пространство исходов есть произведение пространств исходов для однократного подбрасывания.
Часто рассматриваются произведения не двух, а большего конечного числа событий.

Теорию вероятностей отличает от теории меры наличие понятия независимости.
События A,B ⊂ Ω назовем независимыми, если Prob(A ∩ B) = Prob(A) · Prob(B). События

A1, A2, . . . , Ak называются взаимно независимыми, если для любого множества индексов I ⊂



{1, 2, . . . , k} выполняется равенство

Prob(∩i∈IAi) =
∏

i∈I

Prob(Ai).

Если некоторые из набора взаимно независимых событий заменить на их дополнения, то набор
событий останется взаимно независимым.

Отметим также, что из попарной независимости не следует взаимной.
Типичный пример независимых событий — события типа A×Ω2 и Ω1×B в пространстве Ω1×Ω2.

Если рассматривается произведение некоторого количества вероятностных пространств, то события,
выражающиеся через непересекающиеся семейства этих пространств, заведомо независимы. Напри-
мер, если монетка подбрасывается десять раз, то событий “первые пять раз выпадет орел” “в седьмой
раз выпадет решка” независимы. В основном независимые события, которые нам будут встречаться,
имеют именно такую природу.

Случайная величина
Функция (обычно вещественнозначная), заданная на вероятностном пространстве, называется

случайной величиной. Вообще говоря, требуется измеримость функции относительно сигма-
алгебры событий. В конечном случае об измеримости можно не думать.

Примеры случайных величин: количество выпавших орлов при стократном подбрасывании мо-
нетки, сумма чисел на гранях трех подброшенных кубиков, площадь треугольника ABC, где точки
A, B,C случайно и независимо выбираются в единичном круге.

Случайные величины можно складывать, умножать, вычитать и делить.
Важными характеристиками случайной величины являются ее математическое ожидание и

дисперсия.
Если X — случайная величина, то ее математическим ожиданием E(X) называется число

∫
Xdµ,

где µ — вероятностная мера на том вероятностном пространстве, на котором задана случайная
величина X (в случае, если интеграл сходится). В случае конечного вероятностного пространства
математическое ожидание есть конечная сумма

∑
pixi, где pi — вероятность того, что значение

случайной величины равно xi.
Полезным свойство математического ожидания является его линейность: E(αX +Y ) = αE(X)+

E(Y ), где α — число, X и Y — случайные величины.
Простым, но часто используемым свойством математического ожидания неотрицательной слу-

чайной величины X является неравенство Чебышева

Prob(X ≥ a) ≤ E(x)/a, a > 0. (13)

Определим дисперсию случайной величины X как

D(X) = E
(
(X −E(x))2

)
= E(X2)− (E(X))2.

Для дисперсии неравенство Чебышева приобретает вид

Prob(|X − E(x)| ≥ a) ≤ D(x)/a2.

Если выбрать случайного человека, то вероятность того, что выбранный — мужчина, чуть мень-
ше половины. Однако если дополнительно известно, что выбранного человека зовут Сережа, то эта
вероятность сильно повышается.

Введем понятие условной вероятности.
Если B — некоторое событие такое, что Prob(B) > 0, то условной вероятностью события A

относительно события B называется число

Prob(A|B) = Prob(A ∩B)/ Prob(B).

Если X — некоторая случайная величина, то ее условным математическим ожиданием относитель-
но события B является 1

Prob(B)

∫
B Xdµ, где µ — вероятностная мера (то есть среднее значение на

множестве B). В конечном случае условное математическое ожидание есть
∑

Prob(X = xi|B)xi,

где xi — возможные значения случайной величины X.



Если вероятностное пространство представлено в виде объединения попарно несовместных со-
бытий: Ω = tAi, то имеет место формула полной вероятности события B:

Prob(B) =
∑

Prob(B|Ai) · Prob(Ai). (14)

Для математического ожидания случайной величины X имеем

E(X) =
∑

E(X|Ai) · Prob(Ai). (15)

Более подробное знакомство с основами теории вероятностей предлагается получить из какого-
нибудь стандартного учебника.

Мы перейдем к применению вероятностных (пока что совсем элементарных) соображений в ком-
бинаторике.

Один из классических примеров — нижние оценки для чисел Рамсея. Будем вместо R(2;n, k)
писать просто R(n, k).

Из (12) мы знаем, что R(n, n) ≤ (
2n−2
n−1

)
. Последняя величина растет с точностью до множителей

степенного роста как 4n (поскольку это наибольший из биномиальных коэффициентов
(
2n−2

k

)
, сумма

которых равна 4n−1.)
Получим экспоненциальную нижнюю оценку на R(n, n).

Теорема 34 (Нижняя оценка диагональных чисел Рамсея). R(n, n) ≥ 2n/2 при n ≥ 2.

Доказательство. Случай n = 2 понятен, так что пусть n ≥ 3. Будем случайно и независимо красить
ребра графа с N (N выберем потом) вершинами в красный и синий цвета с равной вероятностью
обоих цветов (для оценки R(n, k) при n > k следует чаще красить ребра в красный цвет, чем в
синий). Оценим вероятность того, что найдется полный одноцветный n-вершинник. Если эта ве-
роятность окажется меньше 1, то N < R(n, n). Для каждого n-вершинника вероятность оказаться
одноцветным равна 21−(n

2). Всего n-вершинников имеется
(
N
n

)
. Так как вероятность объединения

нескольких событий не больше суммы их вероятностей, получаем на искомую вероятность p нали-
чия одноцветного n-вершинника оценку

p ≤
(

N

n

)
21−(n

2) < (Nn/n!) · 21−(n
2).

Последнее выражение меньше 1, если

N < (n!)1/n2(n−1)/2−1/n.

Легко видеть, что n! > 2n/2+1 при n ≥ 3, так что можно взять N = [2n/2].

Для каких λ верна оценка R(n, n) ≥ λn+o(n)? Мы выяснили, что годится λ =
√

2 и не годятся λ >
4. Устранение зазора между корнем из двух и четырьмя является одной из наиболее вызывающих
задач комбинаторики.

Если степени всех вершин графа на n вершинах не превосходят d, в нем легко найти антиклику
размера n/(d+1). Например, годится жадный алгоритм: если k < n/(d+1) попарно несоединенных
вершин уже найдено, то всегда можно добавить еще одну.

Оказывается, что для графов без треугольников эта оценка может быть значительно улучшена.

Теорема 35. В графе без треугольников на n вершинах, степени которых не превосходят d > 100,
найдется антиклика мощности хотя бы n log d

4d .

Доказательство. Выберем случайно антиклику X в нашем графе (все антиклики равновероятны).
Для каждой вершины v нашего графа G определим случайную величину

ξv = d · |{v} ∩X|+ |N(v) ∩X|,

где N(v) — множество соседей вершины v, | · | обозначает мощность множества. Докажем оценку
на математическое ожидание введенной величины: E(ξv) ≥ log d/2 для любой вершины v. Зафик-
сируем пересечение M случайной антиклики X с множеством вершин, отличных от v и ее соседей.
Достаточно доказать, что при фиксированном M условное математическое ожидание величины ξv

не меньше заявленной оценки log d/4 (поскольку полное математическое ожидание есть в силу (15)



среднее взвешенное условных по всем возможным M). Пусть имеется x вершин в множестве N(v),
не соединенных ни с одной вершиной множества M . Тогда имеется 2x + 1 способов дополнить мно-
жество M до антиклики во всем графе: либо добавить к M вершину v, либо добавить некоторое
подмножество этих x вершин (именно здесь мы пользуемся отсутствием треугольников). Отсюда
получаем, что условное математическое ожидание, которое нас интересует, равно

1
2x + 1

· d +
2x

2x + 1
· x

2

(средняя мощность случайного подмножества в x-элементном множестве очевидно равна x/2).
При x ≥ log d второе слагаемое не меньше, чем log d/2, при x ≤ log d первое слагаемое не меньше,

чем d1−log 2/2. В обоих случаях получаем требуемое.
Складывая неравенства E(ξv) ≥ log d/2 по всем вершинам v получаем, что E(

∑
v ξv) ≥ n log d/2.

Значит найдется такая антиклика, что
∑

v ξv ≥ n log d/2. Пусть она содержит k вершин. Тогда
значение случайной величины

∑
v ξv равно kd+(сумма степеней вершин, входящих в эту антиклику),

то есть ≤ 2kd. Отсюда k ≥ n log d
4d , что и требовалось.

Однако отсутствие треугольников и даже других коротких циклов не гарантирует наличия ани-
тиклики, размер которой соспоставим с числом вершин графа.

Через α(G) обозначим размер максимальной антиклики (пустого подграфа) в графе G. Очевид-
но, что

α(G) ≥ n/χ(G), (16)

поскольку при правильной покраске вершины каждого цвета образуют антиклику. Обхватом
girth(G) графа G назовем длину наименьшего простого цикла в G (обхват леса не определен, но
он нас интересовать не будет).

Долгое время стоял вопрос о существовании графов с большим обхватом и большим хроматиче-
ским числом.

Приведенная ниже конструкция, принадлежащая Эрдешу, показывает существование графов с
большим обхватом без больших антиклик, что в силу (16) является более сильным свойством.

Возьмем n вершин и будем проводить ребро между любыми двумя вершинами с данной веро-
ятностью p, все ребра проводятся или не проводятся независимо. Случайный граф, определяемый
таким образом, назовем G(n, p).

Зафиксируем k и будем пытаться построить случайный граф без циклов длины, не большей
k (назовем их короткими). Выберем p = nθ−1, где 0 < θ < 1/k. Оценим математическое ожидание
количества коротких циклов. Для каждого l, 3 ≤ l ≤ k имеется n(n−1) . . . (n− l+1)/(2l) возможных
циклов длины l, вероятность каждого равна pl = nlθ−l. Таким образом, математическое ожидание
количества циклов длины l равно

k∑

l=3

n(n− 1) . . . (n− l + 1)
2l

nlθ−l < knkθ < n/4

при больших n. Таким образом, в силу неравенства Чебышева с вероятностью хотя бы 1/2 количе-
ство коротких циклов не превосходит n/2.

Теперь оценим вероятность наличия большой антиклики.
Зафиксируем m < n. Количество способов выбрать множество из m вершин антиклики равно(

n
m

)
< 2n. Для каждого такого множества вероятность того, что между его вершинами не проведено

ребер, равна (1 − p)(
m
2 ). Воспользуемся полезной оценкой 1 − p < e−p и получим, что вероятность

наличия антиклики размера m не превосходят

2ne−p(m
2 ) < en−pm2/3 = en(1− 1

3
nθm2/n2)

Таким образом, при m0 = [100n1−θ/2] и большом n вероятность наличия в графе G(n, p) антиклики
размера m0 будет меньше 1/2 — стало быть, хроматическое число с вероятностью больше чем 1/2
будет не меньше чем nθ/2/100 →∞.

Итак, с вероятностью большей половины в графе G(n, p) нет антиклик мощности m0; также с
вероятностью большей половины в нем не более чем n/2 коротких циклов. Значит, с положительной
вероятностью выполняются оба описанных события. Выкидывая по вершине из каждого короткого
цикла получаем граф не менее чем с n/2 вершинами, в котором нет коротких циклов и нет антиклик
размера m0 = o(n/2).

Таким образом, доказана



Теорема 36 (Эрдеш). Для любых натуральных чисел k и M найдется граф G, не имеющий циклов
длины не больше k и антиклик мощности не менее |V (G)|/M .

До сих пор применение вероятностного подходя для доказательства возможности некоторого
события сводилось к тому, что вероятность дополнительного события мала. Бывают примеры, когда
очень мала вероятность самого события, но тем не менее можно утверждать, что оно заведомо
произойдет. Например, если каждое из большого количества независимых событий происходит с
положительной вероятностью, о с положительной (но возможно очень маленькой) веряотностью
произойдут все они одновременно. Следующая важная теорема обобщает это наблюдение на случай
“слабо зависимых” событий.

Пусть имеется семейство событий A1, A2, . . . , An, и для каждого события Ai выделено множество
индексов M(i) ⊂ {1, 2, . . . , n} такое, что Ai не зависит от всех событий Aj , j /∈ M(i). Это означает,
что для любого события B, выражаемого через множество событий {Aj , j /∈ M(i)}, события Ai и B
независимы.

Через Ā будем обозначать дополнение события A.

Теорема 37 (Локальная лемма Ловаса). Предположим, что нашлись такие числа xi ∈ (0, 1), что
для всех i выполняется неравенство Prob(Ai) ≤ xi

∏
j∈M(i)(1−xj). Тогда Prob(

⋂
Āi) ≥

∏
(1−xi) —

в частности, с положительной вероятностью ни одно из событий Ai не происходит.

Доказательство. Докажем более сильное утверждение: если I = I1 t I2, где I1, I2 — множества
индексов, то

Prob

(⋂

i∈I

Āi

)
≥ Prob


 ⋂

i∈I2

Āi


 ·

∏

j∈I1

(1− xj).

Для пустого I2 получаем требуемое. Докажем индукцией по |I|. Если |I| = 1, то при I2 = I, I1 = ∅
имеет место равенство, а при I1 = I, I2 = ∅ имеем Prob(Āi) = 1 − Prob(Ai) ≥ 1 − xi. Теперь
предположим, что для всех множеств индексов мощности меньше |I| и любых их подразбиения на
два подмножества неравенство имеет место. Докажем его для I. Рассмотрим сначала случай |I1| = 1,
I1 = {k}. Обозначим Prob(

⋂
i∈I2

Āi) = p0. Имеем

Prob

(⋂

i∈I

Āi

)
= p0 − Prob


 ⋂

i∈I2

Āi

⋂
Ak


 ≥ p0 − Prob


 ⋂

i∈I2\M(k)

Āi

⋂
Ak


 =

p0 − Prob


 ⋂

i∈I2\M(k)

Āi


Prob(Ak) ≥ p0(1− xk).

Чтобы проверить выполнение последнего неравенства, перепишем его в равносильном виде

p0xk ≥ Prob


 ⋂

i∈I2\M(k)

Āi


Prob(Ak).

Это неравенство следует из оценки Prob(Ak) ≤ xk
∏

j∈M(k)(1 − xj) и индукционного предполо-
жения.

Пусть теперь I1 = {k} t I3, |I3| > 0. Имеем

Prob

(⋂

i∈I

Āi

)
≥ Prob


 ⋂

i∈I2∪I3

Āi


 (1− xk) ≥ Prob


 ⋂

i∈I2

Āi


 (1− xk)

∏

j∈I3

(1− xj),

что и требовалось (здесь первое неравенство уже доказано, а второе следует из индукционного
предположения).

Замечание. Как видно из доказательства, вместо независимости каждого события Ai от
событий, не входящих в M(i) достаточно требовать для любого множества I такого, что
I ∩ (M(i) ∪ {i}) = ∅ оценки

Prob (Ai| ∩j∈I Aj) ≤ xi

∏

j∈M(i)

(1− xj).



Иногда используется именно такая версия локальной леммы.
В случае, когда оценки на вероятности всех событий совпадают, получаем следующее утвержде-

ние.

Теорема 38 (Симметричная версия локальной леммы). Предположим, что ep(d + 1) ≤ 1, каж-
дое событие Ai происходит с вероятностью не больше, чем p и |M(i)| ≤ d для всех i. Тогда с
положительной вероятностью ни одно событие Ai не происходит.

Доказательство. Выберем xi = x = 1/(d + 1). Тогда (1 − x)d ≥ 1/e — это следует, например,
из определения числа e. Следовательно p ≤ x(1 − x)d, так что выполняются условия локальной
леммы.

Вот типичный пример использования локальной леммы.

Предложение. Пусть G — граф, степени всех которого не больше d, Pi — непересекающиеся под-
множества множества вершин графа G такие, что |Pi| > 2ed. Тогда можно выбрать в каждом
Pi по вершине так, что никакие две соединенные ребром вершины не выбраны.

Доказательство. Уменьшим при необходимости некоторые Pi так, чтобы для всякого i было |Pi| =
k := [2ed] + 1. Будем выбирать вершины xi ∈ Pi случайно и независимо. Каждому ребру e = uv
графа G сопоставим событие Ae: оба конца u, v этого ребра выбраны. Очевидно, что вероятность
каждого такого события не больше, чем 1/k2. В случае, если концы ребра принадлежат одному и
тому же Pi или один из них не принадлежит ни одному Pi, вероятность равна 0 и такие события
мы далее не рассматриваем. Для ребра e = uv, для которого, скажем u ∈ P1, v ∈ P2, рассмотрим
все ребра, выходящие из вершин множеств P1 и P2. Всего будет не более, чем 2kd − 2 таких ребер
(не считая ребра e). Заметим, что событие Ae не зависит от всех других событий типа Ae′ , где e′

— ребро, соединяющее вершины множеств, отличных от P1 и P2. Таким образом, для применения
симметричной версии локальной леммы достаточно проверить, что e(2kd − 1)/k2 < 1, что имеет
место.

Пример. Пусть за круглым столом сидит по 11 представителей каждой из n стран. Тогда мож-
но выбрать в каждой стране по представителю так, чтобы никакие двое выбранных не сидели
рядом.

Полиномиальный метод

Речь пойдет о применении в комбинаторике и теории графов алгебры многочленов. Основной
инстурмент тут — комбинаторная теорема о нулях Ноги Алона, оказавшаяся исключительно про-
дуктивным инструментом в на первый взгляд никак не связанных с многочленами задачах.

Пусть F — поле. Для конечного множества A ⊂ F и элемента α ∈ A обозначим

D(A,α) :=
∏

c∈A,c6=α

(α− c), F (A,α, x) :=
∏

c∈A,c6=α

(x− c)

Напомним интерполяционную формулу Лагранжа, восстанавливающую многочлен степени не
выше d по его значениям в d + 1 точке.

Теорема 39. Интерполяционная формула Лагранжа Пусть A ⊂ R, |A| = d + 1, f(x) — многочлен
с вещественными коэффициентами степени не выше d. Тогда

f(x) =
∑

α∈A

f(α) · F (A, α, x)
D(A,α)

. (17)

Доказательство. Обе части (17) суть многочлены от x степени не выше d, совпадающие во всех
точках множества A равные значения. Следовательно, их разность имеет не менее d + 1 корня, и,
будучи многочленом степени не выше d, тождественно равна нулю.

Теперь мы готовы сформулировать и доказать комбинаторную теорему о нулях.



Теорема 40. Комбинаторная теорема о нулях Предположим, что многочлен f(x1, x2, . . . , xn) с
коэффициентами в поле F имеет степень не более чем d1 + d2 + · · ·+ dn, где di — неотрицатель-
ные числа, коэффициент f при одночлене xd1

1 . . . xdn
n обозначим через C. Пусть A1, A2, . . . , An —

произвольные подмножества F такие, что |Ai| = di + 1 для всех i. Тогда

C =
∑

αi∈Ai

f(α1, . . . , αn)
D(A1, α1) . . . D(An, αn)

. (18)

В частности, если C 6= 0, то существует система представителей αi ∈ Ai такая, что
f(α1, α2, . . . , αm) 6= 0.

Доказательство. Для n = 1 (18) сразу следует из интерполяционной формулы Лагранжа: доста-
точно положить d = d1, A = A1 и приравнять коэффициенты при xd в обеих частях (17). Следова-
тельно, (18) выполняется для любого одночлена, имеющего степень не более di по каждой перемен-
ной xi (очевидная индукция по числу переменных). Заметим, что если (18) выполняется для двух
многочленов, то выполняется и для их суммы, поэтому достаточно доказать (18) для многочлена
h := f − Cxd1

1 . . . xdn
n . Каждый одночлен в h имеет степень меньше di для хотя бы одного индекса

i. Если зафиксировать значения αj при j 6= i, то суммирование по αi ∈ Ai даст 0, как опять же
следует из одномерного случая.

Замечание. Как видно из доказательства, вместо условия о том, что степень f равна d1 +
· · · + dm достаточно было предположить, что для любого одночлена xe1

1 . . . xem
m , входящего в f с

ненулевым коэффициентом, либо ei = di при всех i = 1, 2, . . . ,m, либо ei < di хотя бы для одного
индекса i ∈ {1, 2, . . . , m}.

Обычно комбинаторная теорема о нулях используется для извлечения информации о значениях
многочлена, о коэффициентах которого нам известно (точнее, схема такова: чтобы доказать, что
многочлен принимает ненулевое значение для некоторой системы представителей, мы вычисляем
соответствующий коэффициент и доказываем, что он не равен нулю.) Формула (18) позволяет, на-
оборот, сичтать коэффициенты многочлена, зная его значения. Приведем сначала совсем простой
пример.

Теорема 41. Пусть a1, a2, . . . , an — целые неотрицательные числа, a =
∑

ai. Коэффициент
многочлена f(x) = (x1 + x2 + · · ·+ xn)a при одночлене xa1

1 . . . xan
n равен

a!
a1!a2! · · · · · an!

.

Доказательство. Заметим многочлен f на f̃ =
∏a−1

s=0(x1 + · · ·+xn−s). Заметим, что искомые коэф-
фициенты многочленов f и f̃ совпадают. Положим теперь Ai = {0, 1, . . . , ai−1} и применим формулу
(18). Заметим, что единственный набор представителей αi ∈ Ai, для которого f̃(α1, . . . , αn) 6= 0, есть
αi = ai, соответствующее слагаемое и равно

f̃(a1, a2, . . . , an)
D(A1, a1)D(A2, a1) · · · · ·D(An, an)

=
a!

a1!a2! · · · · · an!
.

Конечно, мультиномиальная теорема имеет и много других доказательств, но это подходящий
пример, чтобы показать, как работает метод.

Следующая классическая теорема аддитивной комбинаторики является типовым примером ис-
пользования комбинаторной теоремы о нулях. Через Fp будем обозначать поле остатков по модулю
p.

Теорема 42 (Коши-Дэвенпорт). Для множеств A,B определим A + B = {a + b| a ∈ A, b ∈ B}.
Тогда для всякого простого p и произвольных A, B ⊆ Fp

|A + B| ≥ min{p, |A|+ |B| − 1}. (19)



Доказательство. Если |A|+ |B| > p, утверждение тривиально: в этом случае A + B = Fp. Действи-
тельно, для любого c ∈ Fp множества A и c−B пересекаются, так как |A|+ |c−B| = |A|+ |B| > p,
и если α ∈ A ∩ (c−B), то c = α + (c− α) ∈ A + B, что и требовалось.

Пусть |A| + |B| ≤ p + 1 и допустим, что |A + B| ≤ |A| + |B| − 2. Тогда существует множество
C ⊇ A + B с |C| = |A|+ |B| − 2.

Рассмотрим многочлен
f(x, y) =

∏

c∈C

(x + y − c)

в Fp[x, y]. Степень этого многочлена равна |A| + |B| − 2. При этом коэффициент при x|A|−1y|B|−1

равен C
|A|−1
|A|+|B|−2, отличный от нуля, поскольку |A|+ |B| ≤ p. Согласно теореме ??, существуют a ∈ A

и b ∈ B с f(a, b) 6= 0. Это противоречит определению f , поэтому |A + B| ≥ |A|+ |B| − 1.

Перейдем к приложениям комбинаторной теоремы о нулях в теории графов. Они весьма разно-
образны, и мы остановимся на списочных раскрасках графов, как будто специально придуманных
для применения полиномиального метода (на самом деле это не так: списочные раскраски стали
изучать заметно раньше).

Пусть f(x) — функция на множестве V вершин графа G(V, E), принимающая натуральные зна-
чения. Граф G называется f-списочно раскрашиваемым, если для любых множеств {Av, v ∈ V }
таких, что |Av| ≥ f(v), найдутся представители cv ∈ Av такие, что cu 6= cv для u 6= v. Наимень-
шее натуральное k такое, что граф является k-списочно раскрашиваемым, называется списочным
хроматическим числом cn(G) графа. Ясно, что списочное хроматическое число всегда не меньше
обычного хроматического числа (которое соответствует случаю совпадающих множеств Ai), но оно
может быть больше: например, cn(K3,3) = 3 > 2 = χ(K3,3).

Теорема 43 (Алон, Тарси). Пусть G = (V,E) — двудольный граф, ориентированный так, что ис-
ходящая степень каждой вершины v не превосходит f(v)− 1, где f — некоторая функция на мно-
жестве вершин графа, принимающая натуральные значения. Тогда граф G является f -списочно
раскрашиваемым.

Доказательство. Не умаляя общности, степень каждой вершины v в точности равна f(v)−1 (иначе
уменьшим f(v)), и множества Av состоят из вещественных чисел. Введем для каждой вершины v
переменную xv и рассмотрим многочлен

f({xv|v ∈ V }) :=
∏
u→v

(xu − xv),

где произведение берется по всем ориентированным ребрам u → v. Нам необходимо выбрать cv ∈ Av

так, что f({cv}) 6= 0. Согласно комбинаторной теореме о нулях достаточно доказать, что коэффи-
циент многочлена f при одночлене

∏
v∈V x

f(v)−1
v не равен 0. Докажем, что он строго положителен.

Раскроем мысленно скобки в определении многочлена f . Заметим, что если выбирать в каждом
сомножителе xu − xv член xu, то их произведение даст в точности

∏
x

f(v)−1
v . Предположим, что

мы смогли в каждом сомножителе xu − xv выбрать слагаемое xu или −xv так, что произведение
даст ±∏

x
f(v)−1
v . Докажем, что знак обязательно +, из этого сразу последует желаемое. Отметим

те ребра u → v, для которых в сомножителе xu − xv выбиралось −xv. Заметим, что для каждой
вершины v отмеченных ребер среди входящих в v и выходящих из v должно быть поровну. В част-
ности, в вершине v сходится четное число отмеченных ребер. Но тогда всего отмеченных ребер
четное количество (здесь мы пользуемся двудольностью графа: количество отмеченных ребер мож-
но вычислить, про суммировав по вершинам одной из долей эти четные числа). Следовательно, знак
произведения будет +, что и требовалось.

Для произвольного (недвудольного) графа утверждение теоремы 43 может быть неверным: ко-
эффициент может обратиться в 0, и действительно соответствующей списочной раскраски может
не найтись.

В случае, когда f = const, условие существования ориентации, в которой степени всех вершин
не превосходят f , дает следующее несложное утверждение.

Теорема 44. Следующие условия для данного графа G(V,E) и данного натурального d равносильны:
(i) G можно ориентировать так, чтобы исходящие степени не превосходили d.
(ii) в любом множестве V1 ⊂ V вершин G проведено не больше, чем d|V1| ребер.



Доказательство. Ясно, что (i) влечет (ii). Докажем, что из (ii) следует (i). Индукция по числу
ребер в G. В графе без ребер (это база) и ориентировать ничего не надо. Пусть для меньшего числа
ребер, чем есть в G, доказано. Выкинем из G ребро e = uv, ориентируем все ребра, кроме e так,
чтобы исходящии степени были не больше d. Ориентируем пока что ребро e от u к v. Либо вершин
исходящей степени > d вообще нет (это нам и нужно), либо есть одна такая вершина u и ее степень
равна d + 1. Рассмотрим множество V1 вершин, до которых можно дойти от u по ориентированным
ребрам. Заметим, что из V1 ребра ведут снова в V1, так что сумма исходящих степеней вершин V1 есть
общее количество ребер в V1 и потому не превосходит d|V1|. Поскольку исходящая степень вершины
u больше, чем d, исходящая степень некоторой вершины w ∈ V1 меньше, чем d. Переориентируем
путь от u до w и получим требуемую ориентацию.

Из теорем 43, 44 и оценки (11) непосредственно вытекает следующая

Теорема 45. (Алон, Тарси) Списочное хроматическое число двудольного планарного графа не пре-
восходит 3.

Матроиды

Пусть M — конечное множество, система I его подмножеств называется независимой, если
выполняются следующие аксиомы:

(I1) ∅ ∈ I;
(I2) если A ⊂ B и B ∈ I, то A ∈ I.
Типичным (а вообще говоря и общим) примером является система множеств, не содержащих

“запрещенных” подмножеств из некоторого списка (например, система всех подмножеств множества
вершин куба, имеющих не более двух вершин в каждой грани; в качестве запрещенных подмножеств
тут выступают тройки вершин в одной грани).

Весом будем называть функцию на M , принимающую неотрицательные вещественные значе-
ния. Весом подмножества будем называть сумму весов его элементов. Часто возникает задача поиска
независимого множества макисмального веса.

Рассмотрим следующий эмпирический алгоритм ее решения, известный какжадный алгоритм:
на нулевом шаге имеется пустое множество, на i-м шаге (i = 1, 2, . . . ) в независимое множество

добавляется элемент xi максимально возможного веса (если таких несколько, выбираем произволь-
ный). Когда ни одного элемента добавить с сохранением независимости нельзя, процесс заканчива-
ется.

При каких условиях на систему независимых множеств жадный алгоритм всегда (для любой
весовой функции) находит независимое множество максимального веса? Получимм сначала необ-
ходимое условие, рассмотрев произвольное непустое подмножество M1 ⊂ M и функцию w, равную
нулю вне M1 и 1 на M1. Заметим, что жадный алгоритм из-за заложенного в нем произвола мо-
жет дать нам любое максимальное по включению (то есть не содержащееся ни в каком большем)
независимое подмножество в M1 (и возможно что-то вне M1, но эти элементы не влияют на вес).
Вес каждого независимого подмножества в M1 равен его мощности. Таким образом, необходимое
условие звучит так:

(I3) для любого M1 ⊂ M все максимальные по включению независимые подмножества M1 имеют
поровну элементов.

Заметим, что эта аксиома равносильна следующей:
(I4) для любых независимых множеств A,B таких, что |A| < |B| найдется элемент x ∈ B \ A

такой, что множество A ∪ x независимо.
Выведем (I4) из (I3) (здесь и далее: в предположении (I1) и (I2)). Пусть искомого элемента x не

нашлось. Тогда множество A является максимальным по включению независимым подмножеством
в A ∪ B. В то же время независимое подмножество B содержится в некотором максимальном по
включению независимом подмножестве B1 ⊂ A ∪B, и |B1| ≥ |B| > |A|, что противоречит (I3).

(I3) следует из (I4) еще более непосредственно: если A, B — максимальные по включению незави-
симые подмножества в M1 и |A| < |B|, то из (I4) сразу следует, что на самом деле A не максимально
по включению — противоречие.

Докажем, что аксиома (I4) дает и достаточное условие того, что жадный алгоритм верно на-
ходит независимое подмножество максимального веса. Пусть он выдал последовательно элементы
x1, x2, . . . , xk. Достаточн доказать, что для любого независимого множества Y = {y1, y2, . . . , ys},
упорядоченного в порядке убывания весов, будет s ≤ k и w(yi) ≤ w(xi) для всех i. Неравенство



s ≤ k сразу следует из (I3): k — количество элементов в максимальнмо по включению независи-
мом подмножестве, поэтому s = |Y | ≤ k. Предположим, что для некоторого i будет w(yi) > w(xi).
Тогда и w(yj) > w(xi) для j = 1, 2, . . . , i − 1. Из аксиомы (I4) для множеств A = {x1, . . . , xi−1} и
B = {y1, . . . , yi} получаем, что на i-м шаге работы жадного алгоритма можно было бы вместо xi

добавить к A один из элементов B — и все они имеют строго больший вес, чем xi. Это противоречит
правилу, по которому алгоритм выбирает очереднйо элемент, каковое противоречие заканчивает
доказательство.

Ситема (M, I) конченого множества и системы независимых множеств, удовлетворяющая ак-
сиомам (I1), (I2), (I4) (или (I1), (I2), (I3) — как мы проверили, эти системы аксиом равносильны)
называется матроидом.

Приведем примеры матроидов:
1) Регулярный матроид M(n, k): множество M состоит из n элементов, независимые множе-

ства суть имеющие не более k элементов.
2) Цикловый матроид графа: если G = (V,E) — конечный граф (допускаются петли и крат-

ные ребра), то M = E и независимым является множество ребер, не содержащих циклов. Аксиомы
(I1) и (I2) очевидны, для проверки (I3) достаточно заметить, что максимальные по включению
независимые подмножества в множестве ребер M1 ⊂ E суть множества ребер остовных лесов графа
(V,M1) — а количество ребер в остовном лесе не зависит от леса и равно разности между количе-
ством вершин и колчиеством компонент связности.

3) Векторный матроид: v1, . . . , vn — вектора (не обязательно различные) в данном векторном
пространстве X над полем F , M = {1, 2, . . . , n}, множество A ⊂ M назовем независимым, если набо-
ров векторов {va, a ∈ A} линейно независим (то есть равенство

∑
a∈A αava = 0 для коэффиицентов

αa ∈ F возможно лишь когда αa = 0 для всех a). Аксиомы (I1) и (I2) опять же очевидны, акси-
ома (I3) является основной теоремой линейной алгебры (и соответственно доказывается в любом
учебнике по линейной алгебре.)

Для любого матроида (M, I) и подмножества M1 ⊂ M само множество M1 образует матроид
относительно системы тех независимых множеств, которые содержатся в M1. Будем называть его
сужением M на M1.

Введем еще ряд определений теории матроидов. Базой матроида назовем максимальное по
включению независимое множество. Базы обладают следующими свойствами:

(B1) ни одна база не содержится в другой;
(B2) Для любых различных баз B1, B2 и любого элемента x ∈ B1\B2 найдется элемент y ∈ B2\B1

такой, что B1 \ x ∪ y — тоже база.
(B1) понятно, а (B2) следует из аксиомы (I4), примененной к A = B1 \ x, B = B2 (|B| = |A|+ 1

в силу (I3)): найдется элемент y ∈ B2 \ B1 такой, что B1 \ x ∪ y — независимое множество, а тогда
из соображенйи мощности и база.

Можно было бы принять аксиомы (B1), (B2) за определение матроида, взяв в качестве основного
понятия базы, а независимые подмножества определив как подмножества баз.

Размер максимального по включению независимого подмножества B ⊂ A называется рангом
rank(A) подмножества A ⊂ M . Ранг обладает следующими свойствами:

(R1) 0 ≤ rank(A) ≤ |A|;
(R2) Если A ⊂ B, то rank(A) ≤ rank(B);
(R3) rank(A ∪B) + rank(A ∩B) ≤ rank(A) + rank(B) для любых подмножеств A,B ⊂ M .
Свойства (R1), (R2) очевидны, проверим (R3). Выберем в A ∩ B максимальное по включению

независимое подмножество C1 мощности rank(A∩B), дополним его до максимального по включению
независимого подмножества в A ∪ B. Дополняющие элементы лежат в A \ B (назовем множество
таких элементов Ca) либо в B \A (множество таких элементов назовем Cb). Тогда rank(A∩B) = |C|,
rank(A ∪B) = |C|+ |Ca|+ |Cb|, rank(A) ≥ |C|+ |Ca|, rank(B) ≥ |C|+ |Cb|, откуда и следует искомое
неравенство.

Опять же, можно определять матроид через ранговую функцию (а независимость множества A
через равенство rank(A) = |A|).

Циклом в мтароиде называется минимальное по включению зависимое (то есть не являющееся
независимым) множество. В случае циклового матроида графа это как раз набор ребер простого
цикла. Циклы удовлетворяют условиям:

(C1) ни один цикл не содержится в другом;
(С2) для двух различных циклов C1, C2 и любого элемента x ∈ C1 ∩ C2 множество (C1 ∪ C2) \ x

содержит цикл.



Утверждение (C1) очевидно, для доказательства (C2) воспользуемся понятием ранга. Ясно, что
ранг цикла C равен |C| − 1, а ранг любого его собственного подмножества равен мощности этого
подмножества. Имеем

rank ((C1 ∪ C2) \ x) ≤ rank(C1 ∪ C2) ≤ rank(C1) + rank(C2)− rank(C1 ∩ C2) =
= |C1| − 1 + |C2| − 1− |C1 ∩ C2| = |C1 ∪ C2| − 2 = |(C1 ∪ C2) \ x| − 1,

поэтому множество (C1 ∪ C2) \ x не является независимым, а значит содержит цикл.
Кобазой будем называть дополнение B̄ = M \ B базы B матроида M , конезависимым мно-

жеством то, которое содержится хотя бы в одной кобазе. Набор двойственных множеств образует
матроид, который называется двойственным матроидом. В доказательстве нуждая аксиома (I3).
Проверим ее, заодно выписав ранговую функцию двойственного матроида (она обозначается corank
и по отношению к исходному матроиду называется коранговой функцией).

Пусть A — произвольное множество в M . В каком случае множество A1 ⊂ A будет максимальным
по включению конезависимым? Тогда и только тогда, когда множество Ā1 содержит некоторую базу
B, а множество M \ (A1 ∪ x) = Ā1 \ x для любого элемента x ∈ A \ A1 уже не содержит базы. В
частности, A\A1 ⊂ B. Рассмотрим множество C := B\A. Это некоторое независимое подмножество в
Ā. Предположим, что C ( C1 ⊂ Ā для некоторого независимого C1. Это C1 содержится в некотором
максимальном по включению независимом подмножестве B1 множества Ā1 ⊃ Ā. Тогда B1 — база в
M , поскольку ранг множества Ā1, содержащего базу B, равен rankM = |B|. Поскольку |B1 ∩ Ā| ≥
|C1| > |C| = |B∩Ā| и |B| = |B1|, найдется элемент p ∈ A\A1 такой, что p /∈ B1. Но как мы установили
ранее p ∈ B, так что можно поменять в базе B элемент p на какой-то элемент q ∈ B1 \ B ⊂ Ā. Но
это противоречит тому, что Ā1 \ x не содержит базы. Итак, C есть максимальное по включению
независимое подмножество в Ā. Тогда

corank(A) = |A1| = |A|+ |C| − |B| = |A| − rank(M) + rank(Ā). (20)

Последнее выражение не зависит от выбора максимального по включению конезависимого подмно-
жества A1 ⊂ A, откуда и следует аксиома (I3) для двойственного мтароида.


