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1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé íà ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðèõî-
äÿùèõ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (n, n), ñîñòîÿùèõ èç îòðåçêîâ (0, 1) è (1, 0), è íå ïîäíè-
ìàþùèõñÿ âûøå äèàãîíàëè x = y, îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà.

2. Óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïëîñêèõ áèíàðíûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, ïîñòðî-
åííûõ íà n âåðøèíàõ, è ìíîæåñòâîì ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íû 2n, äîêàçàâ, òåì ñàìûì, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ äåðåâüåâ ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà Cn.

3. Óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó âñåìè òðèàíãóëÿöèÿìè âûïóêëîãî (n+2)-óãîëüíèêà è ïëîñ-
êèìè êîðíåâûìè áèíàðíûìè äåðåâüÿìè, ïîñòðîåííûìè íà n âåðøèíàõ. Èçîáðàçèòü ýòó
áèåêöèþ íà ðèñóíêå äëÿ îäíîé èç êîíêðåòíûõ òðèàíãóëÿöèé âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíè-
êà.

4. Ðàçáèåíèå π ìíîæåñòâà [n] íà áëîêè β1, . . . , βk íàçûâàåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ, åñëè íå
ñóùåñòâóåò íèêàêîé ÷åòâåðêè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ÷èñåë

1 6 a < b < c < d 6 n,

òàêîé, ÷òî a, c ∈ βi, à b, d ∈ βj äëÿ íåêîòîðûõ áëîêîâ βi è βj ðàçáèåíèÿ π. Âûïèñàòü âñå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà [3]. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçáèåíèé
îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà Cn.

5. Íàðÿäó ñ òðèàíãóëÿöèÿìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ðàññå÷åíèÿ ïðàâèëüíî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà õîðäàìè, êîòîðûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ëèøü â âåðøèíàõ ýòîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò òðè ðàññå÷åíèÿ êâàäðàòà � ïóñòîå ðàññå÷åíèå (áåç
õîðä) è äâà ðàññå÷åíèÿ íà ïàðó òðåóãîëüíèêîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òåì, êàêàÿ èç äèàãîíàëåé
â ýòîì êâàäðàòå áûëà ïðîâåäåíà. Ïóñòü Sn � êîëè÷åñòâî ðàññå÷åíèé (n+1)-óãîëüíèêà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàëûõ ÷èñåë Øð¼äåðà. Âû-
âåñòè äëÿ íå¼ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.

6. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0), ïðèõîäÿùèõ
â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (n, 0), ñîñòîÿùèõ èç îòðåçêîâ (1, 1), (1,−1) è (1, 0), è íèãäå íå
îïóñêàþùèõñÿ íèæå îñè àáñöèññ. Òàêèå ïóòè íàçûâàþòñÿ ïóòÿìè Ìîöêèíà. Âûâåñòè
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà Mn âñåõ òàêèõ ïóòåé.

7. Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæåíèÿ, äîêàçàòü, ÷òî
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ãäå Ck � ÷èñëà Êàòàëàíà. Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæåíèÿ, äîêàçàòü,
÷òî
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ãäå Ck � ÷èñëà Êàòàëàíà.


