
19 îêòÿáðÿ 2017

Êîëè÷åñòâî áàëëîâ íà çà÷åò: 8

1. (0.5 áàëëà) Äîêàçàòü, ÷òî â ýéëåðîâîì ãðàôå ìîñòû îòñóòñòâóþò.

2. (0.5 áàëëà) Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ m è n, ïðè êîòîðûõ ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô Km,n ÿâëÿåòñÿ ýéëåðî-
âûì. À ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n â òàêîì ãðàôå íå ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ öèêë, íî ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ
ïóòü?

3. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç 5 · 5 = 25 âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé
ñîðîêà ðåáðàìè. Ìîæíî ëè ïîêðûòü ýòó ñåòêó ïÿòüþ ëîìàíûìè äëèíû 8? À âîñåìüþ ëîìàíûìè äëèíû
5?

4. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ïðîñòîé ðåãóëÿðíûé ãðàô G, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðîãî ðàâíà
÷åòûðåì. Äîêàçàòü, ÷òî ðåáðà ýòîãî ãðàôà âñåãäà ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà (êðàñíûé è ñèíèé) òàê,
÷òîáû ëþáàÿ âåðøèíà áûëà èíöèäåíòíà ðîâíî äâóì ñèíèì è ðîâíî äâóì êðàñíûì ðåáðàì.

5. (1.5 áàëëà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô G ýéëåðîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì îáõîäà ðåáåð
ãðàôà G. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó x0, à òàêæå íåêîòîðîå èíöèäåíòíîå åé ðåáðî e1 := {x0, x1}, è
çàôèêñèðóåì ïóòü T1 := {x0, e1, x1}. Çàòåì íà i-ì øàãå, i = 1, . . . ,m−1, ðàññìîòðèì ãðàô Gi := G−E(Ti),
ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì ïðîéäåííûõ ðåáåð ei ïóòè Ti, à òàêæå âåðøèíó xi, äî êîòîðîé ìû ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïóòè Ti äîøëè. Â ñëó÷àå, åñëè xi îêàçàëàñü ëèñòîì, äîáàâèì ê ïóòè Ti ðåáðî ei = {xi, xi+1}. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ðåáðà ei = {xi, xi+1} âûáåðåì ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìîñòîì â
ãðàôå Gi, è äîáàâèì åãî ê Ti. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü

Ti+1 = {x0, e1, x1, . . . , xi, ei, xi+1}.

Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, à èìåííî, ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ íà
(m− 1)-ì øàãå ïîñòðîåíèåì ýéëåðîâîãî öèêëà Tm â èñõîäíîì ãðàôå G.

6. (2 áàëëà) Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ ãðàô áåç ïåòåëü. Óäàëèì â íåì ðåáðî e = {x, y}. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî
{x, y}-ïóòåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ, trails), â êîòîðûõ âåðøèíà y âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â êîíöå êàæäîãî
èç ýòèõ ïóòåé, íå÷åòíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðàô "áàáî÷êà ñîñòîÿùèé èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ (1, 2, 3) è
(3, 4, 5), ñêëååííûõ â òî÷êå 3. Óäàëèâ â òàêîì ãðàôå ðåáðî {1, 2}, ïîëó÷àåì òðè ïóòè, ñîåäèíÿþùèõ 1 è 2:
îäèí � ïðîñòîé ïóòü (1, 3, 2); äâà � ïóòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðîñòûìè (trails): (1, 3, 4, 5, 3, 2); (1, 3, 5, 4, 3, 2).

Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè, îáÿçàòåëüíî ÷åòíî.

7. (1.5 áàëëà) Ïóñòü â ãðàôå G èìååòñÿ âåðøèíà x íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè èíöèäåíòíûõ x
ðåáåð íàéäåòñÿ ðåáðî e, äëÿ êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ öèêëîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç e, ÷åòíî.

8. (1 áàëëà) Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü åùå îäíîé õàðàê-
òåðèçàöèè ýéëåðîâà ãðàôà: íåòðèâèàëüíûé ñâÿçíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäîå åãî ðåáðî e ïðèíàäëåæèò íå÷åòíîìó êîëè÷åñòâó öèêëîâ â G.

9. (1.5 áàëëà) Íàéòè îäíó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äå Áðåéíà B(3, 3) äëèíû 27, ïîñòðîèâ ïðåäâàðèòåëüíî
îðãðàô íà äåâÿòè âåðøèíàõ, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B(3, 3) îòâå÷àåò ýéëåðîâ öèêë.

10. (2 áàëëà) Ðåáåðíûì ãðàôîì L(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ëþáàÿ âåðøèíà x′ îòâå÷àåò
íåêîòîðîìó ðåáðó e ∈ E(G) ãðàôà G, è â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñìåæíû ìåæäó ñîáîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåáðà â ãðàôå G èíöèäåíòíû îäíîé è òîé æå âåðøèíå. Îïèøèòå âñå
ñâÿçíûå ïðîñòûå ãðàôû G, òàêèå, ÷òî îíè èçîìîðôíû ñâîåìó ðåáåðíîìó ãðàôó L(G).

11. (1.5 áàëëà) Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå G, ïîñòðîåííîì íà n ≥ 3 âåðøèíàõ, ìîæíî îáîéòè âñå
âåðøèíû, ïðîéäÿ â ñóììå íå áîëåå ÷åì ïî 2n− 4 ðåáðàì.
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