
Çàäà÷è ïî àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì (SE). 3

(2) 5′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| ∈ 2N; äîêàæèòå, ÷òî ∃ g ∈ G (ord(g) = 2).

(2) 6′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| ∈ (2N− 1).

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç G â G ïî ïðàâèëó g 7→ g2 äëÿ ëþáûõ g ∈ G, ÿâëÿåòñÿ áè-
åêöèåé (èñïîëüçóéòå ëåììó î ïîðÿäêå ýëåìåíòà è ïðèíöèï Äèðèõëå).

Çàäà÷è

(4) 31. à) Äîêàæèòå, ÷òî {|H| | H ≤ S4} = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå A4 ñóòü ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: {id4}, {(1 2)(3 4),
(1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}, {(1 2 3), (1 3 4), (1 4 2), (2 4 3)} è {(1 2 4), (1 3 2), (1 4 3), (2 3 4)}.
â) Äîêàæèòå, ÷òî {|H| | H ≤ A4} = {1, 2, 3, 4, 12}.

• Â çàäà÷å 32 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèå è îòîæäåñòâëåíèå:
? ïóñòü G � ãðóïïà è H ≤ G; ýëåìåíòû x è y ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïîä äåéñòâèåì

ïîäãðóïïû H, åñëè ∃h ∈ H (hxh−1 = y);
? äëÿ ëþáîãî n ∈ N îòîæäåñòâèì êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó u, äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n− 1},

ñ ïåðåñòàíîâêîé, äåéñòâóþùåé íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} ïî ïðàâèëó i 7→ u(i) äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n − 1}
è n 7→ n; òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì, ÷òî ãðóïïà Sn−1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû Sn.

(4) 32. Ïóñòü n ∈ N.
à) Îïèøèòå ÿâíî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå Sn ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû Sn−1.

á) Ïóñòü u ∈ Sn; äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêè u è u−1 ñîïðÿæåíû ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû Sn−1.

(5) 35. à) Ïóñòü n ∈ N \ {1}, u ∈ Sn, i, j ∈ {1, . . . , n} è i 6= j; äîêàæèòå, ÷òî(?)

κ(u ◦ (i j)) =

{
κ(u) + 1, åñëè ÷èñëà i è j ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëó â ïåðåñòàíîâêå u;

κ(u)− 1, åñëè ÷èñëà i è j ïðèíàäëåæàò ðàçíûì öèêëàì â ïåðåñòàíîâêå u.

Ïóñòü äàëåå n ∈ N0 è u ∈ Sn.

á) Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøàÿ äëèíà çàïèñè ïåðåñòàíîâêè u â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé ðàâíà
n− κ(u) (òî åñòü ïåðåñòàíîâêó u ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé â êîëè÷åñòâå,
ðàâíîì n− κ(u), è ýòî ÷èñëî � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå).

â) Äîêàæèòå, ÷òî n− κ(u) ≤ |inv(u)|.
Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà u îáëàäàåò ñâîéñòâîì n − κ(u) = |inv(u)|; ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó u êàê ìàññèâ
(u(1), . . . , u(n)) è áóäåì ñîðòèðîâàòü åãî ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè, äåëàþùåãî
îáìåíû ýëåìåíòîâ; ñðàâíèòå ÷èñëî îáìåíîâ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìàññèâà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîðòèðîâêè
ïóçûðüêîì è ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîëüíîé ñîðòèðîâêè, äåëàþùåé îáìåíû ýëåìåíòîâ.

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

31. Óêàçàíèå ê ýòîé çàäà÷å áûëî äàíî íà ëåêöèè î çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïïàõ. Â ïóíêòå á äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêè (1 2)(3 4) è (1 3)(2 4) ñîïðÿæåíû â ãðóïïå A4, ïåðåñòàíîâêè (1 2 3) è (1 3 4)
ñîïðÿæåíû â ãðóïïå A4, ïåðåñòàíîâêè (1 2 4) è (1 3 2) ñîïðÿæåíû â ãðóïïå A4, íî ïðè ýòîì ïåðåñòà-
íîâêè (1 2 3) è (1 3 2) íå ñîïðÿæåíû â ãðóïïå A4 (õîòÿ äàííûå ïåðåñòàíîâêè ñîïðÿæåíû â ãðóïïå S4).
Â ïóíêòå â èñïîëüçóéòå ïóíêò á, à òàêæå ïóíêòû á è â çàäà÷è 10.

32. à) Äåéñòâóéòå ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû îá îïèñàíèè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ãðóïïàõ (â îïèñàíèè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû Sn−1 äîëæåí ó÷àñòâî-
âàòü öèêëîâûé òèï ïåðåñòàíîâîê, à òàêæå åùå îäèí ïàðàìåòð). á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à.

Ïðèìåð. Êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå S3 ïîä äåéñòâèåì ïîäãðóïïû S2 ñóòü ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
{id3}, {(1 2)}, {(1 3), (2 3)} è {(1 2 3), (1 3 2)}.

(?)Íàïîìèíàíèå: κ(u) � ÷èñëî öèêëîâ â ïåðåñòàíîâêå u (íàïðèìåð, κ(idn) = n).
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35. à) Èçó÷èòå, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ öèêëàìè â ïåðåñòàíîâêå u ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñïîçèöèþ (i j).

á) Èñïîëüçóÿ ïóíêò à, äåéñòâóéòå ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè
â ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ òðàíñïîçèöèé (â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû íóæíî óìåíüøàòü
÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå, óìíîæàÿ åå íà ôóíäàìåíòàëüíûå òðàíñïîçèöèè, à â ðåøåíèè ïóíêòà á
íóæíî óâåëè÷èâàòü ÷èñëî öèêëîâ â ïåðåñòàíîâêå, óìíîæàÿ åå íà òðàíñïîçèöèè).

â) Èñïîëüçóéòå ïóíêò á âìåñòå ñ òåîðåìîé î ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ òðàíñïîçèöèé. Ïðè îòâåòå íà âîïðîñ î ÷èñëå îáìåíîâ â ñîðòèðîâêàõ èñïîëüçóéòå ñâÿçü ìåæäó ñîð-
òèðîâêàìè, äåëàþùèìè îáìåíû ýëåìåíòîâ, è óìíîæåíèåì ïåðåñòàíîâîê ñïðàâà íà òðàíñïîçèöèè.
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