
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ. Ïóòè, öèêëû.

1. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô, äèàìåòð êîòîðîãî diam(G) ≥ 3. Äîêà-
çàòü, ÷òî åãî äîïîëíåíèå Ḡ èìååò äèàìåòð diam(Ḡ) ≤ 3.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòîé ãðàô G, ïîñòðîåííûé íà 10 âåðøèíàõ è èìå-
þùèé 28 ðåáåð, ñîäåðæèò öèêë äëèíû 4.

3. Ïóñòü G åñòü ãðàô ñ îáõâàòîì g(G) ≥ 5 è ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ
âåðøèíû δ ≥ k. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ãðàôå ïî ìåíüøåé ìåðå k2+1
âåðøèí. Äëÿ ñëó÷àÿ k = 2 ïðåäúÿâèòü ãðàô, èìåþùèé â òî÷íîñòè
k2 + 1 (îïðåäåëåíèÿ).

4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d1 := (3, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1). Óäàëèì â
íåé ÷èñëî 3, ñòîÿùåå íà ïåðâîé ïîçèöèè, à îò ñëåäóùèõ òðåõ ÷è-
ñåë îòíèìåì ïî åäèíèöå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
d2 := (2, 2, 2, 3, 2, 2, 1), êîòîðàÿ ïîñëå ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ ïî íåâîç-
ðàñòàíèþ ïðèìåò âèä (3, 2, 2, 2, 2, 2, 1). Â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

d1 := (s, d1, d2, . . . , ds, ds+1, . . . , dn),
d2 := (d1 − 1, d2 − 1, . . . , ds − 1, ds+1, . . . , dn).

Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d1 ÿâëÿåòñÿ ãðàôîâîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d2.
Ñôîðìóëèðîâàòü íà îñíîâàíèè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ àëãîðèòì ïðî-
âåðêè íà ãðàôîâîñòü äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

5. Ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â ãðàôå G, ïîñòðîåííîì íà âîñüìè
âåðøèíàõ, ðàâíà ÷åòûðåì. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû â
òàêîì ãðàôå G ëèáî ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, ëèáî ñîåäèíåíû ïóòåì
äëèíû 2.

6. Äîêàçàòü, ÷òî â ñâÿçíîì ãðàôå äâà ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïóòè
èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

7. Ãðàô Ïåòåðñåíà � ýòî ïðîñòîé ãðàô, 10 âåðøèí êîòîðîãî çàíóìå-
ðîâàíû âñåìè âîçìîæíûìè äâóýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè äåñÿ-
òèýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, à ðåáðà ñîåäèíÿþò òîëüêî òå âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå äâóýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðûõ íå ïåðåñå-
êàþòñÿ. Èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ãðàôà Ïåòåðñåíà èñõîäÿ èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ, äîêàçàâ ïðî ýòîò ãðàô ñëåäóþùèå ôàêòû:
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(a) Ãðàô Ïåòåðñåíà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ 3-ðåãóëÿðíûì ãðà-
ôîì.

(b) Ëþáûå äâå íåñìåæíûå âåðøèíû â ãðàôå Ïåòåðñåíà èìåþò â
òî÷íîñòè îäíó ñîñåäíþþ ñ íèìè âåðøèíó.

(c) Îáõâàò ãðàôà Ïåòåðñåíà ðàâåí ïÿòè.

8. Îáû÷íî â ëþáîì êóðÿòíèêå ïåòóõè ïûòàþòñÿ óñòàíîâèòü íåêîòî-
ðûé ïîðÿäîê. Äåëàþò îíè ýòî, ïûòàÿñü çàêëåâàòü êîíêóðåíòîâ. Ïðè
ýòîì îòíîøåíèå �çàêëåâàòü� ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íûì � â ñëó÷àå,
åñëè îäèí èç ïåòóõîâ çàêëåâàë âòîðîãî, òî âòîðîé êëåâàòü ïåðâîãî
óæå, îáû÷íî, íå ïûòàåòñÿ. Îäíàêî ýòî îòíîøåíèå â îáùåì ñëó÷àå
íå òðàíçèòèâíî � âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðâûé ïåòóõ çàêëå-
âàë âòîðîãî, âòîðîé � òðåòüåãî, à òðåòèé � ïåðâîãî. Íåñìîòðÿ íà
ýòî, íåêîòîðóþ èåðàðõèþ ñðåäè ïåòóõîâ âñå æå óñòàíîâèòü âîçìîæ-
íî. Èìåííî, ìû áóäåì íàçûâàòü êîðîëåì êóðÿòíèêà ëþáîãî ïåòóõà,
êîòîðûé ëèáî çàêëåâàë ñàì äðóãèõ ïåòóõîâ, ëèáî çàêëåâàë ïåòóõîâ,
êîòîðûå çàêëåâàëè òåõ, êòî çàêëåâàë åãî ñàìîãî. Íà ÿçûêå òåîðèè
ãðàôîâ êîðîëþ êóðÿòíèêà îòâå÷àåò âåðøèíà x â òóðíèðå T , ðàññòî-
ÿíèå äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû y òóðíèðà ìåíüøå èëè ðàâíî äâóì.
Äîêàçàòü, ÷òî êîðîëþ êóðÿòíèêà (òî åñòü âåðøèíå x ñ d(x, y) ≤ 2
äëÿ ëþáîé âåðøèíû y 6= x) îòâå÷àåò ëþáàÿ âåðøèíà ýòîãî òóðíèðà
ñ ìàêñèìàëüíîé èñõîäÿùåé ñòåïåíüþ.

9. Íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

s1 := (s1, s2, . . . , sn) : s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn ≤ n− 1 (1)

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ, åñëè ñóùåñòâó-
åò òóðíèð T , ïîñòðîåííûé íà n âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðîãî outdeg(xi) =
si, i = 1, 2, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîëè÷åñòâà î÷êîâ îêàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s2, ïîëó÷åííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(s1, s2, . . . , ssn , ssn+1 − 1, . . . , sn−1 − 1)

ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì åå ÷ëåíîâ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ.
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