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Ïðåàìáóëà

Îáùàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

ìèíèìèçèðîâàòü f (x),
ïðè óñëîâèè x ∈ K. (1)

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü â çàäà÷å (1) ìíîæåñòâî K âûïóêëî, à ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x∗, òîãäà äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà x∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∇f (x∗)T (x − x∗) ≥ 0, ∀x ∈ K.
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Ïðîåêöèÿ øàãà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Ñëåäñòâèå. Åñëè K � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
PK(x) = argminy∈K ||y − x ||2 � åâêëèäîâà ïðîåêöèÿ íà K, α > 0, òî äëÿ òî÷êè
ìèíèìóìà x∗ ôóíêöèè f íà K âûïîëíÿåòñÿ

x∗ = PK(x
∗ − α∇f (x∗)).

Äîê-âî. Äâà ñëó÷àÿ:

1 ∇f (x∗) = 0n, â ýòîì ñëó÷àå x∗ = x∗ − α∇f (x∗) = PD(x
∗ − α∇f (x∗)).

2 ∇f (x∗) 6= 0n. Ïóñòü z = x∗ − α∇f (x∗), òîãäà ïðè ||y − z || ≤ α||∇f (x∗)||

∇f (x∗)T (y − x∗) = ∇f (x∗)T (y − z − α∇f (x∗))
= ∇f (x∗)T (y − z)− α||∇f (x∗)||2

≤ ||∇f (x∗)|| · α||∇f (x∗)|| − α||∇f (x∗)||2 ≤ 0.

Òàê êàê åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî � x∗, à
äëÿ âñåõ òî÷åê K âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó, òî x∗ �
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà K, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ||x∗ − z || ≤ α||∇f (x∗)||,
òàêèì îáðàçîì x∗ = PK(z). �

Ìàëüêîâñêèé Í. Â. (ÑÏáÀÓ) Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè 3 / 15



Ïðîåêòèâíûé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ïðîñòàÿ àäàïòàöèÿ ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ çàäà÷ íà îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâàõ:

xk+1 = PK(xk − αk∇f (xk)). (2)

Òàêîé ìåòîä îòûñêàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì ïðîåêöèè ãðàäèåíòà èëè ïðîåêòèâíûì ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì. Â
ñëó÷àå, êîãäà K � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, îñíîâíûå ñâîéñòâà
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîåêòèâíîãî ìåòîäà.
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Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêöèè

Ïóñòü K � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, PK � åâêëèäîâà ïðîåêöèÿ íà K,
òîãäà

1. (PK(x)− x)T (y − PK(x)) ≥ 0 y ∈ K.
2. ||PK(x)− PK(y)|| ≤ ||x − y ||.

Äîê-âî. Ïî îïðåäåëåíèþ PK(x) = argminy∈K ||y − x ||2. Èç óñëîâèé
ñòàöèîíàðíîñòè

∇[||y − x ||2]Ty=PK(x)(z − PK(x)) ≥ 0 ∀z ∈ K.

Ïåðâûé ïóíêò íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è
[||y − x ||2]y=PK(x) = PK(x)− x .
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Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêöèè

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1 ïîëó÷àåì

(PK(x)− x)T (PK(y)− PK(x)) ≥ 0

(PK(y)− y)T (PK(x)− PK(y)) ≥ 0

Âû÷èòàÿ ïåðâîå èç âòîðîãî ïîëó÷àåì

(PK(y)− PK(x)− (y − x))T (PK(x)− PK(y)) ≥ 0,

(x − y)T (PK(x)− PK(y)) ≥ ||PK(x)− PK(y)||2.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 2. �
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü f : D ⊂ Rn → R, K ⊂ D, f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïðè ýòîì

mI � ∇2f (·) � MI íà K, 0 < α ≤ 2
M+m , òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ,

ãåíåðèðóåìîé ïî ïðàâèëó (2), âûïîëíÿåòñÿ

||xk − x∗|| ≤ (1− αm)k ||x0 − x∗||
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Àíàëèç ñõîäèìîñòè

Äîê-âî.

||xk+1 − x∗|| = ‖PK (xk − α∇f (xk))− PK (x∗ − α∇f (x∗))‖
≤ ‖xk − x∗ − α(∇f (xk)−∇f (x∗)‖

=

∥∥∥∥xk − x∗ − α
∫ 1

0

∇2f (x∗ + t(xk − x∗))(xk − x∗)dt

∥∥∥∥
≤ ||xk − x∗|| ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥I − α
∫ 1

0

∇2f (x∗ + t(xk − x∗))dt︸ ︷︷ ︸
Ak

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Ïî óñëîâèþ mI � Ak � MI , òàêèì îáðàçîì åñëè ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî ïðè
α < 2

M . Åñëè ïðè ýòîì α < 2
M+m , òî ñïåêòð ìàòðèöû I − αAk ëåæèò íà

îòðåçêå [1− αM, 1− αm], ïðè ýòîì |1− αm| > |1− αM|, ÷òî äàåò

||xk+1 − x∗|| ≤ (1− αm)||xk − x∗|| �
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Îïòèìàëüíàÿ ñõåìà ïðîåêòèâíîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Ïî àíàëîãèè ñ îïòèìàëüíûìè ñõåìàìè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ìîæíî ïîñòðîèòü
ñõåìó äëÿ ïðîåêòèâíîãî ñëó÷àÿ ñ ëèíåéíîé ñõîäèìîñòüþ ñ ïîêàçàòåëåì√

M−
√
m√

M+
√
m
:

Èíèöèàëèçàöèÿ Âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 ∈ K, α0 ∈ (0, 1). Âçÿòü
y0 = x0.

Èòåðàöèÿ k ≤ 0

1. Âû÷èñëèòü ∇f (yk), âçÿòü xk+1 = PK(yk − 1
M∇f (yk)).

2. Âû÷èñëèòü αk+1 èç óðàâíåíèÿ

α2
k+1 = (1− αk+1)α

2
k +

m

M
αk+1

3. Âçÿòü

βk =
αk(1− αk)

α2
k + αk+1

, yk+1 = xk+1 + βk(xk+1 − xk).
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Áàðüåðíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå

Áàðüåðíîé ôóíêöèåé çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà K íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ

f : IntK → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

f (x)
x→K\IntK−−−−−−−→ +∞

Çàìå÷àíèå Áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì
ôóíêöèè-èíäèêàòîðà ýòîãî ìíîæåñòâà.
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Öåíòðàëüíûé ïóòü

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1). Ïóñòü F � áàðüåð K. Ïîñìîòðèì íà âñïîìîãàòåëüíóþ
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ ïàðàìåòðîì t

ìèíèìèçèðîâàòü f (x) +
1

t
F (x) (3)

Îïðåäåëåíèå

Öåíòðàëüíûì ïóòåì çàäà÷è (1) è áàðüåðà F íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ

ϕ : [0,+∞)→ IntK

ϕ(t) = argminx∈IntK f (x) +
1

t
F (x)

Çàìå÷àíèå. ×åì áîëüøå t, òåì ìåíüøå âòîðîå ñëàãàåìîå âëèÿåò íà òî÷êó
ìèíèìóìà (3).
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Öåíòðàëüíûé ïóòü

Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ � öåíòðàëüíûé ïóòü çàäà÷è (1) ñ áàðüåðîì F , F (x) ≥ F ∗ > −∞, x∗ �
ðåøåíèå (1), òîãäà

f (ϕ(t))
t→+∞−−−−→ f (x∗).

Äîê-âî. Ïóñòü x ∈ IntK, òîãäà

lim
t→∞

f (ϕ(t)) ≤ lim
t→∞

[
f (x) +

1

t
F (x)

]
= f (x).

Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ f ïîëó÷àåì
limt→∞f (ϕ(t)) ≤ f (x∗).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû

f (ϕ(t)) = min
x∈K

{
f (x) +

1

t
F (x)

}
≥ min

x∈K

{
f (x) +

1

t
F ∗
}

= f (x∗) +
1

t
F ∗. �
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Ñòàíäàðòíûå áàðüåðû

Ïóñòü ìíîæåñòâî K çàäàíî íåðàâåíñòâîì g(x) ≤ 0m. Áàðüåðíûìè ôóíêöèÿìè
ýòîãî ìíîæåñòâà ìîãóò ñëóæèòü ñëåäóþùèå:

Ñòåïåííîé áàðüåð: p > 1

F (x) =
m∑
i=1

1

(−gi (x))p

Ëîãàðèôìè÷åñêèé áàðüåð:

F (x) =
m∑
i=1

− ln(−gi (x))

Ýêñïîíåíöèàëüíûé áàðüåð:

F (x) =
m∑
i=1

exp

(
1

−gi (x)

)
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Áàðüåðíûé ìåòîä

Îáùàÿ ñõåìà áàðüåðíîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è (1) èìååò ñëåäóþùèé âèä

1. Âûáðàòü ïîñëåäâàòåëüíîñòü t0 < t1 < . . . òàêóþ, ÷òî tk →∞.

2. Âû÷èñëèòü xk = ϕ(tk).
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Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ϕ(t) íåâîçìîæíî (ëèøü ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ). Îáû÷íî âìåñòî îáùåé ñõåìû áàðüåðíîãî ìåòîäà
ïîïåðåìåííî ìåíÿåòñÿ tk → tk+1 è äåëàåòñÿ øàã â ñòîðîíó îïòèìóìà ϕ(tk+1):

Èòåðàöèÿ k = 1, 2, . . .:

xk+1 = update(xk , f , g ,F )

Çàìå÷àíèå. Â ìåòîäàõ âíóòðåííåé òî÷êè â êà÷åñòâå update îáû÷íî

èñïîëüçóåòñÿ øàã ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ f (xk) +
1
tk
F (xk). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî áàðüåðà øàã Íüþòîíà ãàðàíòèðóåò, ÷òî xk+1 ∈ K.
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