
Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Ãðóïïà 504

Êîëè÷åñòâî áàëëîâ íà çà÷¼ò: 8.

1. (1) Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì äåðåâå T , ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ∆(T ) âåðøèíû â êîòîðîì ðàâíà
k, ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå k ëèñòüåâ. Â êàêîì äåðåâå ñ òàêèì óñëîâèåì ñóùåñòâóåò ðîâíî
k ëèñòüåâ?

2. (1,5) Ïîëíûì m-àðíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, ó êîòîðîãî ëþáàÿ âåðøèíà,
îòëè÷íàÿ îò ëèñòà, èìååò ðîâíî m ñûíîâåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó òàêîãî äåðåâà èìååòñÿ k
âåðøèí, îòëè÷íûõ îò ëèñòà. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì äåðåâå èìååòñÿ (m− 1)k + 1 ëèñò.

3. (1,5) Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô ñ δ(G) > k, à T åñòü ïðîèçâîëüíîå äåðåâî ñ k ðåáðàìè.
Äîêàçàòü, ÷òî â G èìååòñÿ ïîäãðàô, èçîìîðôíûé T .

4. (2) Äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ k ïîïàðíî ðåáåðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ãðàôå G: äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà V (G) âåðøèí ãðàôà
G íà r áëîêîâ, r ∈ [2, |V (G)|], íàéäåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå k(r − 1) ðåáåð ãðàôà G, êîíöû
êîòîðûõ ëåæàò â ðàçëè÷íûõ áëîêàõ ðàçáèåíèÿ.

5. (2) Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ êàêîå-òî ìíîæåñòâîG, à òàêæå íåêîòîðûé íàáîðH1, . . . ,Hk åãî ïîäìíîæåñòâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õåëëè (Helly property), åñëè èç òîãî,

÷òî ëþáàÿ ïàðà òàêèõ ïîäìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýòèõ

ïîäìíîæåñòâ íå ïóñòî. Òàê, åñëè ó íàñ èìååòñÿ íàáîð ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé,

òî èõ ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî.

Äîêàçàòü, ÷òî ïîääåðåâüÿ ëþáîãî äåðåâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì Õåëëè.

Èíûìè ñëîâàìè, äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà T1, . . . , Tk ïîääåðåâüåâ äåðåâà T , ëþáûå äâà
èõ êîòîðûõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, íàéäåòñÿ îáùàÿ äëÿ âñåõ ýòèõ ïîääåðåâüåâ âåðøèíà
x.

Ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ñâÿçíîãî ãðàôà, äåðåâîì íå ÿâëÿþùåãîñÿ, ýòî ñâîéñòâî ìîæåò è íå
âûïîëíÿòüñÿ (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü öèêë Cn).

6. (0,5) Ïîñòðîèòü äåðåâüÿ, îòâå÷àþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Ïðþôåðà (èç òåîðåìû Êýëè)

(1, 2, 3, 4) è (3, 3, 3, 3).

7. (1,5) Êàêóþ ñòåïåíü èìååò âåðøèíà ñ íîìåðîì k â äåðåâå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ïðþôåðà
(c1, . . . , cn−2)?

8. (1,5) Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ïðþôåðà ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ, èìåþùèõ
â òî÷íîñòè k ëèñòüåâ, âûðàçèâ ýòî êîëè÷åñòâî ÷åðåç ÷èñëà Ñòèðëèíãà S(·, ·) âòîðîãî ðîäà.

9. (1) Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ ëåñîâ, ïîñòðîåííûõ íà n âåðøèíàõ, îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (n+ 1)(n−1).

10. (1,5) Äàòü êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëà
tn äåðåâüåâ, ïîñòðîåííûõ íà n âåðøèíàõ:
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