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(3) 14. Äîêàæèòå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü m,n ∈ N; òîãäà Cmn
∼= Cm × Cn, åñëè è òîëüêî åñëè gcd(m, n) = 1.

(4) 20. à) Ïóñòü χ ∈ N \ {1}; äîêàæèòå, ÷òî 52χ−2 ≡ 1 + 2χ (mod 2χ+1).

Ïóñòü äàëåå ω ∈ N \ {1}.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ord(−1) = 2 è ord(5) = 2ω−2 â ãðóïïå (Z/2ω)×.

â) Äîêàæèòå, ÷òî (Z/2ω)× ∼= C2 × C2ω−2 .

Êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ: ìû îïðåäåëèëè ýëåìåíòû êîëüöà Z/n, ãäå n ∈ N, êàê ÷èñëà 0, . . . , n− 1; ÷àñ-
òî ýòó çàïèñü óäîáíî ðàñøèðèòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ýòîì êîëüöå äàííûé ýëåìåíò ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà, îñòàòîê êîòîðîãî ïî ìîäóëþ n ðàâåí ýòîìó ýëåìåíòó (íàïðèìåð, −2 = 0 = 2 = 4
è −3 = −1 = 1 = 3 â êîëüöå Z/2, −3 = 1 = 5 = 9 è −5 = −1 = 3 = 7 â êîëüöå Z/4).

Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

14. Ñíà÷àëà äîêàæèòå èìïëèêàöèþ �gcd(m,n) 6= 1 ⇒ Cmn � Cm × Cn�.

Äàëåå, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü èìïëèêàöèþ �gcd(m,n) = 1 ⇒ Cmn
∼= Cm × Cn�, óêàæèòå òàêèå ïîä-

ãðóïïû F è H ãðóïïû Cmn, ÷òî F ∼= Cm, H ∼= Cn è ïîäãðóïïû F è H óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðå-

ìû î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè, à çàòåì èñïîëüçóéòå ýòó òåîðåìó. (Òàê êàê |Cmn| < ∞, óñëîâèå �G = FH�

â òåîðåìå î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå �|G| = |F ||H|�.)

20. à) Èñïîëüçóéòå èíäóêöèþ ïî χ.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à.

â) Èñïîëüçóéòå ïóíêò á è òåîðåìó î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè. (Òàê êàê |(Z/2ω)×| < ∞, óñëîâèå �G = FH�

â òåîðåìå î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå �|G| = |F ||H|�.)

Çàäà÷è′

(2) 1′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| � ïðîñòîå ÷èñëî; äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ.

(2) 2′. Ïóñòü G � ãðóïïà è |G| = 4; äîêàæèòå, ÷òî G ∼= C4 èëè G ∼= C2 × C2.
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