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1. Äîêàçàòü, ÷òî χ(G) + χ(Ḡ) ≥ 2
√
n.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ãðàôG ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî èíäóöèðîâàí-
íîãî ïîäãðàôà H ãðàôà G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|V (H)| ≤ α(H) · ω(H).

Äîêàçàòü, ÷òî èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò òåîðåìà î ñîâåðøåí-
íîì ãðàôå.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé äâóäîëüíûé ãðàô G[X, Y ] ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-
íûì ãðàôîì, êàê ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîãî ãðàôà, òàê
è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñîâåðøåííûõ ãðàôàõ.

4. Íàïîìíèì, ÷òî ðåáåðíûì ãðàôîì (line graph) L(G) ãðàôà G íà-
çûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðà ãðàôà G.
Ïðè ýòîì äâå âåðøèíû e, f ∈ L(G) ðåáåðíîãî ãðàôà ñìåæíû â L(G),
åñëè îíè èìåþò îáùóþ êîíöåâóþ âåðøèíó â ãðàôå G. Äîêàçàòü, ÷òî
ðåáåðíûé ãðàô ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.

5. Äîêàæèòå, ÷òî

t(G) ≥
(
n

3

)
+

2m2

n
−m(n− 2),

ãäå t(G) � ýòî êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â G èëè Ḡ

6. Ðàññìîòðèì n çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ I1, I2, . . . , In íà âåùåñòâåí-
íîé îñè. Ïîñòðîèì äëÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ ãðàô G íà n âåðøèíàõ
x1, . . . , xn, ñîåäèíÿÿ âåðøèíû xi è xj ðåáðîì â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ïåðåñå÷åíèå Ii∩ Ij 6= ∅. Òàêîé ãðàô G íàçûâàåòñÿ èí-

òåðâàëüíûì ãðàôîì. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííûì, òî åñòü ÷òî χ(G) = ω(G).
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7. Äîêàæèòå, ÷òî õîðäàëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Õîðäàëü-
íûé ãðàô � ýòî ãðàô íå ñîäåðæàùèé èíäóöèðîâàííûõ öèêëîâ äëè-
íû 4 è áîëåå.

8. Ãðàôîì ñðàâíèìîñòè (comparability graph) íàçûâàþò ãðàô G, ñâÿ-
çàííûé ñ íåêîòîðûì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (P,4).
Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì P ýëåìåíòîâ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Åñëè äâà ýëåìåíòà x, y ∈ P ,
x 6= y, ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé (òî åñòü x 4 y èëè y 4 x), òî ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýòèì ýëåìåíòàì âåðøèíû x, y ãðàôà G ñîåäèíåíû
ìåæäó ñîáîé ðåáðîì.

Ïî äðóãîìó ýòîò ãðàô ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðàí-
çèòèâíîé îðèåíòàöèåé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îðèåíòàöèÿ D
ðåáåð ýòîãî ãðàôà, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ îðèåíòèðîâàííûõ ðå-
áåð (x, y) ∈ E(D) è (y, z) ∈ E(D) íàéäåòñÿ îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî
(x, z) ∈ D. Â ýòèõ òåðìèíàõ ãðàô G íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ñðàâíèìî-
ñòè, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò òðàíçèòèâíàÿ îðèåíòàöèÿ.

Äîêàçàòü, ÷òî ãðàô ñðàâíèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ãðàôîì,
êàê ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ìèðñêîãî, òàê è áåç íåå. Ïîêàçàòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòü òåîðåìû Ìèðñêîãî óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî ãðàô ñðàâ-
íèìîñòè ñîâåðøåíåí.

9. Äîêàçàòü òåîðåìó Äèëóîðñà äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà (P,4) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñîâåðøåííîì ãðàôå.
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