
Ýíòðîïèÿ Øåííîíà. Êîäû. (5-é êóðñ)

12 ìàðòà 2017 ã.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ýíòðîïèÿ Øåííîíà íå ìåíüøå ìèíèìàëüíîé ýíòðî-
ïèè, îïðåäåëÿåìîé êàê Hmin = mini(− log pi).

2. Ïóñòü âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åñòü 1/2, 1/4, 1/8, ..., 1/2n, 1/2n.
Ê ÷åìó ñòðåìèòñÿ åå ýíòðîïèÿ, ïðè n→∞ ? Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ 1/3, 1/3, 1/9, 1/9, ..., 1/3n, 1/3n, 1/3n.

3. Äîêàæèòå ôîðìóëó h(p1, . . . pn, q1, . . . qm) = h(p1+ . . .+ pn, q1+ . . .+
qm) + (p1 + . . .+ pn)h(p

′
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′
n) + (q1 + . . .+ qm)h(q

′
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′
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′
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.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà H(ζ|A) ìîæåò áûòü è áîëüøå è ìåíüøå
âåëè÷èíû H(ζ).

5. Äîêàæèòå, ÷òî I(f(α) : β) ≤ I(α : β) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f .

6. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíû α, β, γ íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè(âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ (α = αi, β = βj, γ = γk) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ òðåõ îòäåëü-
íûõ âåðîÿòíîñòåé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

H(α, β, γ) = H(α) +H(β) +H(γ).

7. Äîêàæèòå, ÷òî I((α, β) : γ) ≥ I(α : γ).

8. Äîêàæèòå, ÷òî

I((α, β) : γ) = I(α : γ) + I(β : γ|α).

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè I(α : γ|β) = 0, òî I(α : γ) ≤ I(α : β), à çíà÷èò
è I(α : γ) ≤ H(β).

10. Äîêàæèòå, ÷òî I((α, β) : γ) ≥ I(α : γ) è ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿìè ðàâíà I(β : γ|α).
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11. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî H(α, β, γ) ≤ H(α, β) +H(α, γ) +H(β, γ)

12. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü
T1, ..., Tk � ïðîèçâîëüíûå êîðòåæè, ñîñòàâëåííûå èç ïåðåìåííûõ
α1, . . . αn, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò ðîâíî â r êîðòåæåé.
Òîãäà rH(α1, . . . , αn) ≤ H(T1) + H(T2) + . . . + H(Tk) (íåðàâåíñòâî
Øåðåðà(Shearer)).

13. Ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûå êîäû, íå ÿâëÿþþùèåñÿ ïðå-
ôèêñíûìè, ïðèâèäèòå ïðèìåð.

14. Óêàæèòå ÿâíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öèôð 0,1,2 è ìíîæåñòâîì
áåñêíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö.

15. Ïóñòü ñëîâà c1, c2, . . . ck è d1, d2, . . . dk îáðàçóþò ïðåôèêñíûé êîä(ïî
îòäåëüíîñòè). Ïîêàæèòå, ÷òî kl ñëîâ cidj (ïðèïèñûâàåì îäíî ñëîâî
ê äðóãîìó áåç ðàçäåëèòåëÿ) òàêæå îáðàçóþò ïðåôèêñíûé êîä.

16. Ïóñòü öåëîå ÷èñëî x âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â èíòåðâàëå
îò 1 äî 1000(âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ x ðàâíîâåðîÿòíû). Äîêàæè-
òå, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ âîïðîñîâ ñ îòâåòàìè
ÄÀ/ÍÅÒ íàõîäèò x, çàäàåò â ñðåäíåì íå ìåíüøå log 1000 âîïðîñîâ.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå èíúåêòèâíîå êîäèðîâàíèå ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü â ïðåôèêñíîå öåíîé íåáîëüøîãî óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåé äëèíû
êîäà: åñëè ó èñõîäíîãî êîäà ñðåäíÿÿ äëèíà áûëà `, òî ó íîâîãî îíà
áóäåò íå áîëüøå `+ 2 log `+ 2.

18. Ïóñòü {a1, a2, . . . an} � ïðîèçâîëüíûé àëôàâèò è p1, p2 . . . pn � âí-
ðîÿòíîñòè áóêâ ýòîãî àëôàâèòà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíúåê-
òèâíîãî êîäèðîâàíèÿ áóêâ ýòîãî àëôàâèòà ñðåäíÿÿ äëèíà êîäà íå
ìåíüøå H − 2 logH − 2. H � ýòî ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè p1, p2 . . . pn.

19. Äîêàæèòå, ÷òî àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñáàëàíñèðîâàíî ñ êîí-
ñòàíòîé 2.

20. Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòàíòó 2 â ïðåäûäóùåé çàäà÷å íåëüçÿ ïîíèçèòü,
äàæå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p1, . . . pn óïîðÿäî÷åíû ïî âåëè÷èíå.

21. (à) Äîêàæèòå, ÷òî êîä Øåííîíà�Ôàíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòðàëüíûé îòðåçîê îòíîñèòü òóäà, êó-
äà ïîïàëà åãî áîëüøàÿ ÷àñòü, òî êîäèðîâàíèå Øåííîíà�Ôàíî íå
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ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì (òî åñòü íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíòû d,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî l(ci) < − log pi + d äëÿ ëþáûõ k è ëþáûõ
èñõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p1, ..., pk).

(â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòðàëüíûé îòðåçîê âñåãäà îòíîñèòü ê
ïðàâîé ïîëîâèíå, òî êîäèðîâàíèå Øåííîíà�Ôàíî òàêæå íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì

22. Äîêàæèòå, ÷òî êîäèðîâàíèå Õàôôìàíà íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàí-
íûì.

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ äëÿ çà÷åòà ïî äîìàøíåìó çàäàíèþ:
ýíòðîïèÿ 8, êîäû 7.
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