
Äîìàøíåå çàäàíèå �12
Ãðóïïà 504

Êîëè÷åñòâî áàëëîâ íà çà÷¼ò: 7.

1. (1,5) Äîêàçàòü, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî S ⊆ V (G) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S| 6 |N(S)|.
Ïðåäúÿâèòü áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, à
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò.

2. (1,5) Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû x ∈ X áîëüøå èëè ðàâíà
ñòåïåíè ëþáîé âåðøèíû y ∈ Y . Äîêàçàòü, ÷òî â G[X, Y ] ñóùåñòâóåò X-íàñûùåííîå ïàðîñî-
÷åòàíèå.

3. (2) Ïóñòü â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] ñóùåñòâóåò X-íàñûùåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Äîêàçàòü,
÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð â G[X, Y ], êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó X-íàñûùåííîìó ïàðî-
ñî÷åòàíèþ, íå ïðåâîñõîäèò

(|X|
2

)
. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

|X|.

4. (1,5) Äîêàçàòü òåîðåìó Õîëëà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ê¼íèãà-Ýãåðâàðè.

5. (1,5) Â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ] îáîçíà÷èì ÷åðåç def(S), S ⊆ X, ðàçíîñòü ìåæäó |S| è
|N(S)|. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì def(∅) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå G[X, Y ]
ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå M , ñîñòîÿùåå õîòÿ áû èç |X| − d ðåáåð, ãäå d := maxS⊆X def(S).

6. (1,5) Äîêàçàòü òåîðåìó Ê¼íèãà-Ýãåðâàðè ñ ïîìîùüþ ñôîðìóëèðîâàííîãî â óïðàæíåíèè 5
óòâåðæäåíèÿ.

7. (1) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó A, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäèíèö. Ïóñòü l åñòü ìàê-
ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå èç íèõ íå
ïðèíàäëåæàëè îäíîé è òîé æå ñòðîêå èëè îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó ìàòðèöû A, à k ðàâíî
ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ñòðîê è (èëè) ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ âñå åäèíèöû ìàòðèöû A. Ê
ïðèìåðó, â ìàòðèöå

A =

(
1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1

)
ñóùåñòâóþò l = 2 åäèíèöû, îáâåäåííûå â êâàäðàòíóþ ðàìî÷êó, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
îäíîé è òîé æå ñòðîêå èëè îäíîìó è òîìó æå ñòîëáöó ìàòðèöû A. Äàëåå, ñóùåñòâóåò k = 2
ñòðîêè, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå åäèíèöû ìàòðèöû A. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà l = k
â îáùåì ñëó÷àå.

Ëåììà. Ìàòðèöåé P ïåðåñòàíîâîê íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé

ðîâíî îäíà åäèíèöà ñòîèò â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå. Ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðè-

öà ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ. Äîêàçàòü,
÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n×n, ñîñòîÿùàÿ èç íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, âûðà-

æàåòñÿ â âèäå ñóììû k ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà ÷èñåë â

ëþáîé ñòðîêå, à òàêæå ñóììà ÷èñåë â ëþáîì ñòîëáöå ðàâíû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî � åñëè A åñòü ñóììà k ìàòðèö
ïåðåñòàíîâîê Pi, i = 1, . . . , k, òî êàæäàÿ òàêàÿ ìàòðèöà äàåò âêëàä, ðàâíûé åäèíèöå, â ñóììó
ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ



áóäåì äåéñòâîâàòü èíäóêöèåé ïî k. Áàçà èíäóêöèè k = 1 âåðíà � â ýòîì ñëó÷àå A = P �
ìàòðèöå ïåðåñòàíîâîê.

Â ñëó÷àå k > 1 ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G[X, Y ] ñ áëîêàìè X = {x1, . . . , xn} è Y =
{y1, . . . , yn}, è ñîåäèíèì xi ñ yj ðåáðàìè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ai,j. Òàê êàê òàêîé ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ k-ðåãóëÿðíûì, òî, íà îñíîâàíèè óïðàæíåíèÿ 3 èç êëàññà, â íåì èìååòñÿ ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèåM . Äëÿ ëþáîãî ðåáðà {xi, yj} ∈M ïîëîæèì bi,j = 1, è bi,j = 0 â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Ìàòðèöà B, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ bi,j, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê. Âû÷èòàÿ
èç A ìàòðèöó B, ïîëó÷èì ìàòðèöó A′, ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå è â ëþáîì ñòîëáöå
êîòîðîé ðàâíà k − 1. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó k − 1
ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê. Äîáàâëÿÿ ê íèì B, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

8. (1,5) Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé Q íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè-
öà, â êîòîðîé ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå è ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå.
Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà Q ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Q = c1 · P1 + . . .+ cm · Pm,

ãäå Pi � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê, ci � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà åäèíèöå.


