
11 Òðåòüå çàíÿòèå

11.1. Çàäà÷è íà ïëàíàðíûå ãðàôû. Òåîðåìà Ýéëåðà

Ïðèìåð 11.1. Îêòàýäð � ýòî îäèí èç ïÿòè âûïóêëûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, èìåþùèé
8 òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, 12 ðåáåð è 6 âåðøèí ñòåïåíè 4. Äîêàçàòü, ÷òî îêòàýäð ÿâëÿåòñÿ ïëà-
íàðíûì ãðàôîì, íàðèñîâàâ ñèììåòðè÷íûé ïëîñêèé ãðàô G̃, îïèñûâàþùèé îäíî èç âîçìîæíûõ
ïðàâèëüíûõ âëîæåíèé îêòàýäðà â ïëîñêîñòü. Ïîñòðîèòü äâîéñòâåííûé ê íåìó ãðàô G̃∗. Êàêîìó
ïëàíàðíîìó ãðàôó G∗ îí ñîîòâåòñòâóåò?

Ïðèìåð 11.2. Íàéòè ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé 4-ðåãóëÿðíûé ïëàíàðíûé ãðàô.

Ïðèìåð 11.3. Äîêàçàòü, ÷òî ãðàô G, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.14,a, ìîæíî ïðàâèëüíî âëîæèòü â
ïëîñêîñòü, íàðèñîâàâ äëÿ íåãî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïëîñêèé ãðàô G̃.

Ïðèìåð 11.4. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé 4-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G, ïîñòðîåííîãî íà ñåìè
âåðøèíàõ (ðèñ.14,b), ðàâíî åäèíèöå.

Ïðèìåð 11.5. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïîëíîãî ãðàôà K6 ðàâíî òðåì.

Ïðèìåð 11.6. Ïîñòðîèòü äâà ãðàôà G1 è G2 ñ îäíîé è òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåïå-
íåé âåðøèí âèäà (4, 4, 4, 4, 3, 3), îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, à âòîðîé òàêîâûì íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèìåð 11.7. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãðàô G, ñîäåðæàùèé íå áîëåå ÷åì òðè öèêëà, ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì.

Ïðèìåð 11.8. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêèé ãðàô G̃ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äâîéñòâåííûé ê íåìó ãðàô G̃∗ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ýéëåðîâûì ãðàôîì.

Ïðèìåð 11.9. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîãî ãðàôà, èìåþùåãî ðîâíî k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,
ôîðìóëà Ýéëåðà ïðèíèìàåò âèä

n−m+ r = k + 1.

Ïðèìåð 11.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G èìååò 100 âåðøèí è 300 ðåáåð. ßâëÿåòñÿ ëè îí
ïëàíàðíûì?



Ïðèìåð 11.11. Âûðàçèòü êîëè÷åñòâî m ðåáåð ÷åðåç êîëè÷åñòâî n âåðøèí â ïðîèçâîëüíîì
ñàìîäâîéñòâåííîì ïëîñêîì ãðàôå, òî åñòü ãðàôå, äëÿ êîòîðîãî G̃ ∼= G̃∗.

Ïðèìåð 11.12. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïëàíàðíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G, ïîñòðîåí-
íîãî íà n âåðøèíàõ, êîëè÷åñòâî m ðåáåð îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé 2n − 4. Âåðíî ëè, ÷òî
ýòà æå îöåíêà âåðíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ãðàôîâ? È êàê èñïîëüçîâàòü ýòó îöåíêó äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåïëàíàðíîñòè ãðàôà K3,3?

Ïðèìåð 11.13. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî cr(K6) = 3 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ýéëåðà.


