
Задания

16 марта 2017 г.

1. Пусть C – категория предпорядка, а D – нет.

(a) Могут ли C и D быть изоморфны?

(b) Могут ли C и D быть эквивалентны?

2. Пусть C – категория с одним объектом, а D – нет.

(a) Могут ли C и D быть изоморфны?

(b) Могут ли C и D быть эквивалентны?

3. Пусть C – дискретная категория, а D – нет.

(a) Могут ли C и D быть изоморфны?

(b) Могут ли C и D быть эквивалентны?

4. Пусть C – группоид, а D – нет.

(a) Могут ли C и D быть изоморфны?

(b) Могут ли C и D быть эквивалентны?

5. Пусть C′ – некоторая полная подкатегория категории C. Какие из
следующих утверждений верны?

(a) Любой мономорфизм в C′ является мономорфизмом в C.

(b) Любой морфизм в C′, являющийся мономорфизмом в C, являет-
ся мономорфизмом в C′.

(c) Если 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(C′) – (ко)предел диграммы 𝐷 : J → C′, то 𝑋 –
(ко)предел 𝐷 в C.

(d) Если диграмма 𝐷 : J → C′ имеет (ко)предел в C, то в C′ тоже
существует (ко)предел 𝐷.

6. Пусть 𝐹 : C → D – некоторый функтор. Какие из следующих утвер-
ждений верны? Как изменится ответ, если предположить, что 𝐹 –
эквивалентность категорий?

(a) Если 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 – мономорфизм в C. то 𝐹 (𝑓) – мономорфизм в
D.
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(b) Если 𝑋 – (ко)предел диаграммы 𝐷 : J → C, то 𝐹 (𝑋) – (ко)предел
диграммы 𝐹 ∘𝐷 : J → D.

7. Докажите, что Num эквивалентна Set𝑓𝑖𝑛.

8. Докажите, что Mat изоморфна Mat𝑜𝑝.

9. Докажите, что Set𝑓𝑖𝑛 не эквивалентна Set.

10. Пусть 𝐹,𝐺 : C → D – пара функторов. Естественное преобразование
𝛼 : 𝐹 → 𝐺 называется естественным изоморфизмом, если для любого
объекта 𝑋 в C морфизм 𝛼𝑋 : 𝐹 (𝑋) → 𝐺(𝑋) является изоморфизмом.

Докажите, что 𝛼 : 𝐹 → 𝐺 – естественный изоморфизм тогда и только
тогда, когда 𝛼 – изоморфизм в категории DC.

11. Пусть C – декартова категория. Докажите, что −×1 изоморфен тож-
дественному функтору в CC.

12. Пусть Cat – категория малых категорий. Ее объекты – это малые
категории (то есть такие категории, в которых коллекции объектов
и морфизмов являются множествами). Морфизмы в категории Cat –
это функторы между категориями.

Пусть Graph – категория графов. Ее объекты – графы, то есть пары
(𝑉,𝐸), состоящие из множества вершин 𝑉 и функции 𝐸, сопоставля-
ющей каждой паре вершин 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 множество 𝐸(𝑥, 𝑦) ребер из 𝑥 в
𝑦.

Морфизм графов (𝑉,𝐸) и (𝑈,𝐷) состоит из функции 𝑓 : 𝑉 → 𝑈 и
функции 𝑓 : 𝐸(𝑥, 𝑦) → 𝐷(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Композиция и
тождественные морфизмы определены очевидным образом.

Определите забывающий функтор из Cat в Graph. Докажите, что
этот функтор строгий.

13. Пусть 𝐼 – некоторое множество, тогда определим категорию Fam𝐼

семейств множеств, индексированных 𝐼. Объекты категории Fam𝐼 –
это семейства множеств {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 . Другими словами, объект Fam – это
функция 𝐴 : 𝐼 → 𝑂𝑏(Set), сопоставляющей каждому 𝑖 ∈ 𝐼 некоторое
множество 𝐴𝑖.

Морфизм в Fam𝐼 из {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 в {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 – это семейство функций {𝑓𝑖 :
𝐴𝑖 → 𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 . Композиции и тождественные морфизмы определяются
очевидным образом.

Пусть Set/𝐼 – категория множеств над 𝐼. Объекты категории Set/𝐼
– это пары (𝑋, 𝑓), где 𝑋 – множество и 𝑓 : 𝑋 → 𝐼 – функция. Мор-
физмы в Set/𝐼 из (𝑋, 𝑓) в (𝑌, 𝑔) – это функции ℎ : 𝑋 → 𝑌 такие, что
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следующий треугольник коммутирует:

𝑋

𝑓 ��

ℎ // 𝑌

𝑔
��

𝐼

Тождественные морфизмы и композиция определяются как соответ-
ствующие операции в Set.

Докажите, что категории Fam𝐼 и Set/𝐼 эквивалентны.
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