
Çàäà÷è ïî àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì (SE)

Âî âñåõ çàäà÷àõ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåðèàë âîïðîñà �Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ è ôóíêöèÿ Ýéëåðà�;
ýòîò âîïðîñ êóðñà ïîäðîáíî èçëîæåí â ôàéëå http://mit.spbau.ru/files/numbertheory.pdf.

Çàäà÷è íåîáõîäèìî ñäàòü äî 15:55 11-ãî íîÿáðÿ (òî åñòü â ïåðåðûâå ïåðåä ÷åòâåðòîé ïàðîé). Ñòóäåíòû
ïîäãðóïïû �1 äîëæíû ðåøàòü çàäà÷è äëÿ ïîäãðóïïû �1 è ñäàòü èõ Å.Å. Ãîðÿ÷êî. Ñòóäåíòû ïîäãðóïïû
�2 äîëæíû ðåøàòü çàäà÷è äëÿ ïîäãðóïïû �2 è ñäàòü èõ Ñ.Ñ. Àôàíàñüåâîé. Ðåøåíèå çàäà÷ äëÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ïîäãðóïïû íå çàñ÷èòûâàåòñÿ. Áóäüòå âíèìàòåëüíû! (Ðàçáèåíèå íà ïîäãðóïïû óêàçàíî íà ñòðà-
íèöå êóðñà íà ñàéòå http://mit.spbau.ru/sewiki/index.php/SE_Wiki.) Ñëåâà îò íîìåðà êàæäîé çàäà÷è
óêàçàíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü çà ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Çàäà÷è äëÿ ïîäãðóïïû �1

(2) 1. Íàéäèòå 111719
â êîëüöå Z/232.

(3) 2. à) Ïóñòü a ∈ N \ {1} è m ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî m äåëèò φ(am − 1).

á) Ïóñòü n ∈ N \ {1}; âûðàçèòå ñóììó
∑

a∈{1,...,n},
gcd(a,n)=1

a ÷åðåç ÷èñëà n è φ(n).

(3) 3. à) Ïóñòü p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2 è ω = 2; äîêàæèòå, ÷òî {a ∈ Z/pω | a2 = 1} = {1,−1}.
á) Ïóñòü ω ∈ N \ {1, 2}; äîêàæèòå, ÷òî {a ∈ Z/2ω | a2 = 1} = {1,−1, 2ω−1 + 1, 2ω−1 − 1}.
â) Ïóñòü n ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç t ÷èñëî |{p ∈ P | p | n}|; äîêàæèòå, ÷òî

|{a ∈ Z/n | a2 = 1}| =


2t, åñëè 2 - n ∨ (4 | n ∧ 8 - n),
2t−1, åñëè 2 | n ∧ 4 - n,

2t+1, åñëè 8 | n.

Êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ: ðàâåíñòâî �a2 = 1�, ãäå a � ýëåìåíò êîëüöà Z/pω, èëè Z/2ω, èëè Z/n, íóæíî
ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëüöå; ïðè ïåðåõîäå ê êîëüöó Z óêàçàííîå ðàâåíñòâî ïðå-
âðàùàåòñÿ â ñðàâíåíèå �a2 ≡ 1� ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ.

(4) 4. Ïóñòü n ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
• ∀ p ∈ P (p2 - n); • ∀ k, l ∈ N

(
k ≡ l (mod φ(n)) ⇒ ∀ a ∈ Z/n (ak = al)

)
.

Çàäà÷è äëÿ ïîäãðóïïû �2

(2) 1. Íàéäèòå 111719
â êîëüöå Z/208.

(3) 2. à) Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è m ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî |{g ∈ G | ord(g) = m}| ∈ {0, φ(m)}.
á) Ïóñòü n ∈ N; èñïîëüçóÿ ïóíêò à, äîêàæèòå, ÷òî

∑
m∈N, m|n

φ(m) = n.

(3) 3. à) Ïóñòü p ∈ P è ω ∈ N; äîêàæèòå, ÷òî {a ∈ Z/pω | a2 = a} = {0, 1}.
á) Ïóñòü n ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç t ÷èñëî |{p ∈ P | p | n}|; âûðàçèòå ÷èñëî |{a ∈ Z/n | a2 = a}| ÷åðåç t.

Êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ: ðàâåíñòâî �a2 = a�, ãäå a � ýëåìåíò êîëüöà Z/pω èëè Z/n, íóæíî ïîíèìàòü
êàê ðàâåíñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëüöå; ïðè ïåðåõîäå ê êîëüöó Z óêàçàííîå ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
â ñðàâíåíèå �a2 ≡ a� ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ.

(4) 4. à) Ïóñòü G, J � ãðóïïû è f ∈ Hom(G, J); îáîçíà÷èì ÷åðåç Ker f ïîäìíîæåñòâî f−1(1) ãðóïïû G; äî-
êàæèòå, ÷òî Ker f ≤ G. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî j ∈ J è g ∈ f−1(j); äîêàæèòå, ÷òî f−1(j) = g Ker f .

á) Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G, G = 〈d〉, |G| < ∞, k ∈ Z, à òàêæå y ∈ Z è gcd(k, |G|) äåëèò y.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîäãðóïïó {g ∈ G | gk = 1} ãðóïïû G è, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Áåçó, ïðåäñòàâèì

÷èñëî gcd(k, |G|) â âèäå uk + v|G|, ãäå u, v ∈ Z; äîêàæèòå, ÷òî {g ∈ G | gk = dy} = d
uy

gcd(k,|G|) H.

Êîììåíòàðèé ê óñëîâèþ: Hom(G, J) � ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ, äåéñòâóþùèõ èç G â J ; g Ker f �
êëàññ ñìåæíîñòè ýëåìåíòà g ïî ïîäãðóïïå Ker f (g Ker f = {gh | h ∈ Ker f}).
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Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

1. Ñìîòðèòå ïðèìåð, ðàçîáðàííûé â ôàéëå http://mit.spbau.ru/files/numbertheory.pdf.

2. à) Óêàçàíèå äëÿ ïîäãðóïïû �1: èñïîëüçóéòå òî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî |(Z/n)×| = φ(n), à òàêæå
ëåììó î ïîðÿäêå ýëåìåíòà. Óêàçàíèå äëÿ ïîäãðóïïû �2: èñïîëüçóéòå òî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî
|{a ∈ (Z/n)+ | ord(a) = n}| = φ(n), à òàêæå òåîðåìû î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

á) Óêàçàíèå äëÿ ïîäãðóïïû �1: èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ýéëåðà; ïóíêòû à è á íåçàâèñèìû.

3. Â ïîñëåäíåì ïóíêòå çàäà÷è èñïîëüçóéòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ è ïðåäûäóùèå ïóíêòû.

Ïðåäîñòåðåæåíèå äëÿ ïîäãðóïïû �1: òåîðåìû, êîòîðûå åùå íå áûëè äîêàçàíû íà ëåêöèÿõ (íàïðèìåð,
òåîðåìó î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ), èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ!

4. Óêàçàíèå äëÿ ïîäãðóïïû �1: èñïîëüçóéòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ è òåîðåìó Ýéëåðà. Óêàçàíèå
äëÿ ïîäãðóïïû �2: èñïîëüçóéòå ýëåìåíòàðíûå çíàíèÿ î ãðóïïàõ, ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï è ïîäãðóïïàõ;
â ðåøåíèè ïóíêòà á èñïîëüçóéòå ïóíêò à.
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