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Îïðåäåëåíèå

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êîãåðåíòíîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà,

äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A â ïîðÿäêå ïîäîáúåêòîâ Sub(A)
ñóùåñòâóþò âñå êîíå÷íûå êîïðîèçâåäåíèÿ, è äëÿ ëþáîãî

ìîðôèçìà f : A→ B ôóíêòîð f ∗ : Sub(B)→ Sub(A)
ñîõðàíÿåò èõ.

I Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà � ýòî â òî÷íîñòè òî, ÷òî

íåîáõîäèìî äëÿ èíòåðïðåòàöèè ëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ è

äèçúþíêöèé.
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Äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèé

Proposition

Â êîãåðåíòíîé êàòåãîðèè ïåðåñå÷åíèè äèñòðèáóòèâíî íàä

îáúåäèíåíèåì ïîäîáúåêòîâ: A ∩ (B ∪ C ) ' (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ) è

A ∩ 0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ôóíêòîð A ∩ − : Sub(X )→ Sub(X ) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
êîìïîçèöèþ

Sub(X )
f ∗−→ Sub(A)

∃f−→ Sub(X )

ãäå f : A→ X è ∃f � ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê f ∗. Ôóíêòîð f ∗

ñîõðàíÿåò êîïðîèçâåäåíèÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ êîãåðåíòíîñòè, à

∃f ñîõðàíÿåò êîïðåäåëû êàê ëåâûé ñîïðÿæåííûé.
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Íà÷àëüíûé îáúåêò

Proposition

Â êîãåðåíòíîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóåò ñòðîãèé íà÷àëüíûé îáúåêò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëèì 0 êàê íàèìåíüøèé ïîäîáúåêò 1. Çàìåòèì, ÷òî

π1 : X × 0 ↪→ X ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîäîáúåêòîì X . Åñëè ó

íàñ åñòü ñòðåëêà X → 0, òî π1 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îí ÿâëÿåòñÿ è íàèáîëüøèì ïîäîáúåêòîì X .
Ñëåäîâàòåëüíî, ó ëþáîãî òàêîãî X ðîâíî îäèí ïîäîáúåêò � îí

ñàì.
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Íà÷àëüíûé îáúåêò

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè åñòü ìîðôèçì A→ 0, òî A ÿâëÿåòñÿ

ïîäîáúåêòîì 1. Äåñòâèòåëüíî, åñëè ó íàñ åñòü ïàðà ñòðåëîê

f , g : B → A, òî òàê êàê ó íàñ åñòü ñòðåëêà B → 0, òî
óðàâíèòåëü f è g ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî åñòü f è g
ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî X × 0 èçîìîðôåí 0, òî åñòü 0 � ñòðîãèé.

Äîêàæåì, ÷òî 0 � íà÷àëüíûé. Òàê êàê ó íàñ åñòü ñòðåëêà èç

X × 0 â 0, òî X × 0 ' 0, à çíà÷èò ó íàñ åñòü ñòðåëêà èç 0 â X .
Åñëè ó íàñ åñòü ñòðåëêè f , g : 0→ X , òî èõ óðàâíèòåëü
ÿâëÿåòñÿ ïîäîáúåêòîì 0, à çíà÷èò èçîìîðôèçìîì, òî åñòü f è

g ðàâíû.
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Êâàíòîð âñåîáùíîñòè

I Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ∀ äóàëüíû ïðàâèëàì äëÿ ∃:
ϕ ∀(x : s)ψ

ϕ ψ

ϕ ψ

ϕ ∀(x : s)ψ
I Òî åñòü ó íàñ åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ñòðåëêàìè

π∗1(JϕK)→ JψK â Sub(X × JsK) è JϕK→ J∀(x : s)ψK â
Sub(X ), ãäå π1 : X × JsK→ X .

I Òàêèì îáðàçîì, J∀(x : s)ψK ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
∀π1(JψK), ãäå ∀π1 : Sub(X × JsK)→ Sub(X ) � ïðàâûé
ñîïðÿæåííûé ê π∗1 : Sub(X )→ Sub(X × JsK).
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Ãåéòèíãîâû êàòåãîðèè

I Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ãåéòèíãîâîé, åñëè îíà ðåãóëÿðíà, ó

ëþáîãî îáúåêòà ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ïîäîáúåêò è

îáúåäèíåíèÿ ïîäîáúåêòîâ, è äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà

f : X → Y ñóùåñòâóåò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð

∀f : Sub(Y )→ Sub(X ) ê ôóíêòîðó f ∗ : Sub(Y )→ Sub(X ).

I Òàê êàê ãåéòèíãîâà êàòåãîðèÿ ðåãóëÿðíà, òî ó ôóíêòîðà f ∗

åñòü è ëåâûé ñîïðÿæåííûé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

öåïî÷êó ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ:

∃f a f ∗ a ∀f

I Ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû f ∗ ñîõðàíÿë íàèìåíüøèé ïîäîáúåêò

è îáúåäèíåíèÿ, òàê êàê ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îí ëåâûé

ñîïðÿæåííûé.
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∀ êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ∀ êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé, íàì íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïóëáýêà ñëåâà êâàäðàò ôóíêòîðîâ

ñïðàâà êîììóòèðóåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

P
h //

k
��

A

f
��

B g
// C

Sub(A)
h∗ //

∀f
��

Sub(P)

∀k
��

Sub(C )
g∗
// Sub(B)



Êîãåðåíòíûå òåîðèè Èìïëèêàöèÿ è ∀ Èíòåðïðåòàöèÿ òåîðèè òèïîâ Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ

∀ êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé

I Ôóíêòîðû â ïðàâîì êâàäðàòå ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè

ñîïðÿæåííûìè ê ñëåäóþùèì ôóíêòîðàì:

Sub(A) Sub(P)
∃hoo

Sub(C )

f ∗

OO

Sub(B)
∃g
oo

k∗

OO

I Òàê êàê ýòîò êâàäðàò êîììóòèðóåò ïî ðåãóëÿðíîñòè, òî

êâàäðàò íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå êîììóòèðóåò ïî

óíèêàëüíîñòè ïðàâûõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ.
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Èìïëèêàöèÿ

I Èíòåðïðåòàöèÿ èìïëèêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê

èíòåðïðåòàöèÿ ýêñïîíåíò.

I Òî åñòü Jϕ→ (−)K : Sub(X )→ Sub(X ) � ïðàâûé
ñîïðÿæåííûé ê Jϕ ∧ −K = JϕK ∩ −.

I Òàê êàê A ∩ − ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

Sub(X )
f ∗−→ Sub(A)

∃f−→ Sub(X )

ãäå f : A ↪→ X , òî ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó ñóùåñòâóåò

â ëþáîé ãåéòèíãîâîé êàòåãîðèèè.

I Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ϕ→ ψ
êàê ∀JϕK(JϕK∗(ψ)).

I Òàê êàê ∀JϕK è JϕK∗ êîììóòèðóþò ñ ïîäñòàíîâêîé, òî è
èíòåðïðåòàöèÿ èìïëèêàöèè ñ íåé êîììóòèðóåò.
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Èíòåðïðåòàöèÿ çàâèñèìûõ òèïîâ

I Óòâåðæäåíèÿ â êîíòåêñòå x1 : A1, . . . xn : An ìû

èíòåðïðåòèðîâàëè êàê ìîíîìîðôèçìû

X ↪→ JA1K× . . .× JAnK.
I Â òåîðèè òèïîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè òèï B â êîíòåêñòå Γ
ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì, òî ìû åãî èíòåðïðåòèðóåì êàê

òàêîé ìîíîìîðôèçì.

I Åñëè B � ïðîèçâîëüíûé òèï, òî îí èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

ïðîèçâîëüíàÿ ñòðåëêà JBK→ JΓK.
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Èíòåðïðåòàöèÿ Σ è Π

I Σ è Π òèïû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ∃ è ∀, òîëüêî âìåñòî
êàòåãîðèé ïîäîáúåêòîâ Γ ìû ðàññìàòðèâàåì êàòåãîðèè

âñåõ îáúåêòîâ íàä Γ.

I Òàêèì îáðàçîì, ýòè êîíñòðóêöèè áóäóò

èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ ÷åðåç ôóíêòîðû Σf ,Πf : C/Γ→ C/∆:

Σf a f ∗ a Πf

ãäå f ∗ : C/∆→ C/Γ � ïóëáýê ôóíêòîð.

I Σf ñóùåñòâóåò âñåãäà, îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê Σf (g) = f ◦ g .
I Êîíå÷íî ïîëíàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî äåêàðòîâî

çàìêíóòîé, åñëè Πf ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà

f : Γ→ ∆.
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Ñóùåñòâîâàíèå Π

Proposition

Êàòåãîðèÿ C ëîêàëüíî äåêàðòîâî çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî åå îáúåêòà Γ êàòåãîðèÿ C/Γ äåêàðòîâî

çàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â îäíó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå êàê äëÿ èìïëèêàöèé.

Ôóíêòîð A×− : C/Γ→ C/Γ ðàâåí ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè:

C/Γ
p∗A−→ C/A

ΣA−−→ C/Γ

ãäå pA : A→ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî ýêñïîíåíòó BA â C/Γ ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê ΠA(p∗A(B)).
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Ñóùåñòâîâàíèå Π

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü C � äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûìè

ïðåäåëàìè. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ó ôóíêòîðà

!∗A : C→ C/A åñòü ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ΠA : C/A→ C.
Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ΠA(B) êàê îáúåêò ôóíêöèé f : A→ B ,

òàêèõ ÷òî pB ◦ f = idA. Ôîðìàëüíî, ΠA(B) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

óðàâíèòåëü ñòðåëîê Jλfa.pB(f (a))K, Jλfa.aK : BA → AA.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ âñåõ Γ
êàòåãîðèÿ C/Γ äåêàðòîâî çàìêíóòà, òî C � êîíå÷íî ïîëíà, òàê

êàê ïðîèçâåäåíèÿ â C/Γ � ýòî ïóëáýêè â C. Áîëåå òîãî,
ñóùåñòâîâàíèå Π ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ñâîéñòâà,

ïðèìåíåííîãî ê êàòåãîðèè C/Γ.
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Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ Σ

Γ ` a : A Γ ` b : B[x := a]

Γ ` (a, b) : Σ(x : A)B

Γ ` p : Σ(x : A)B

Γ ` π1 p : A

Γ ` p : Σ(x : A)B

Γ ` π2 p : B[x := π1 p]

Òåðìû Γ ` a : A èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ ìîðôèçìà

pA : JAK→ JΓK.
Åñëè JaK : JΓK→ JAK è JbK : JΓK→ JaK∗(JBK), òî J(a, b)K
îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ JbK è JaK∗(JBK)→ JBK.
Åñëè JpK : JΓK→ JBK, òî Jπ1 pK = pA ◦ JpK è Jπ2 pK îïðåäåëÿåòñÿ
ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïóëáýêîâ.
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Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ Π

Γ, x : A ` b : B

Γ ` λx . b : Π(x : A)B

Ïî ñîïðÿæåííîñòè ó íàñ åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ñå÷åíèÿìè

ΠpA(JBK)→ JΓK è pB : JBK→ JAK. Òàê êàê JbK : JAK→ JBK �
ñå÷åíèå, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èíòåðïðåòàöèþ λx . b êàê

ñå÷åíèå ΠpA(JBK)→ JΓK.

Γ ` f : Π(x : A)B Γ ` a : A

Γ ` f a : B[x := a]

Òàê êàê Jf K : JΓK→ ΠpA(JBK) � ñå÷åíèå, òî ïî áèåêöèè ìû

ïîëó÷àåì ñå÷åíèå f ′ : JAK→ JBK. Èíòåðïðåòàöèþ f a ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ïóëáýêîâ. Äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîñòðîèòü ñòðåëêó JΓK→ JBK. Ìû îïðåäåëÿåì åå êàê

êîìïîçèöèþ JaK : JΓK→ JAK è f ′ : JAK→ JBK.
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Ïðîáëåìû èíòåðïðåòàöèè

I Íà ñàìîì äåëå, òàê îïðåäåëèòü èíòåðïðåòàöèþ íåëüçÿ, òàê

êàê íå ïîëó÷èòñÿ äîêàçàòü ëåììó î ïîäñòàíîâêå.

I Â îòëè÷èå îò èíòåðïðåòàöèè êâàíòîðîâ, çäåñü íàì íóæíî

äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî íå ïîäîáúåêòîâ, à îáúåêòîâ.

I Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ó íàñ íåò ðàâåíñòâà, åñòü òîëüêî

èçîìîðôèçì.

I Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî èñïðàâëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,

íî ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.



Ïëàí ëåêöèè

Êîãåðåíòíûå òåîðèè

Èìïëèêàöèÿ è ∀

Èíòåðïðåòàöèÿ òåîðèè òèïîâ

Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ
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Èíòåðïðåòàöèÿ âñåëåííûõ

I Íàì îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü âñåëåííûå.

I Ïðîèçâîëüíûå âñåëåííûå íàì íå ïðèãîäÿòñÿ; ìû áóäåì

èíòåðïðåòèðîâàòü òîëüêî âñåëåííóþ óòâåðæäåíèé Prop.

I Ýòîò òèï õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè A→ Prop
ñîîòâåòñòâóþò ïîäòèïàì A.
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Êëàññèôèêàòîð ïîäîáúåêòîâ â Set

I Â Set ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A è ïðåäèêàòàìè A→ 2.

I Åñëè 2 = {>,⊥} è f : A→ 2, òî ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîäìíîæåñòâî A ìîæíî îïðåäåëèòü êàê f −1(>).

I Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü

êàòåãîðèàëüíî. Ïóñòü true : 1→ 2 � ôóíêöèÿ, âûáèðàþùàÿ

ýëåìåíò >. Òîãäà ëþáîìó ìîðôèçìó f : A→ 2 ìû ìîæåì

ñîïîñòàâèòü ïîäîáúåêò A � ïóëáýê true âäîëü f .

I Â Set ýòà êîíñòðóêöèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íà. Â

ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè ýòî ìîæåò áûòü íå âåðíî.
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Îïðåäåëåíèå êëàññèôèêàòîðà ïîäîáúåêòîâ

De�nition
Ïóñòü â C ñóùåñòâóåò òåðìèíàëüíûé îáúåêò 1. Òîãäà îáúåêò Ω
âìåñòå ñ ìîðôèçìîì true : 1→ Ω íàçûâàåòñÿ

êëàññèôèêàòîðîì ïîäîáúåêòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî

ìîíîìîðôèçìà f : A′ ↪→ A ñóùåñòâóåò óíèêàëüíûé ìîðôèçì

χf : A→ Ω, òàêîé ÷òî ñëåäóþùèé êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ïóëáýêîì:

A′� _

f
��

// 1� _

true
��

A χf

// Ω

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ïîäîáúåêòàìè A è

ìîðôèçìàìè A→ Ω.
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Ïðàâèëà âûâîäà äëÿ Prop

Γ ` A : Prop

Γ ` El(A) type

Γ ` A : Prop

Γ, x : El(A), y : El(A) ` x = y

Γ ` A : Prop
Γ ` B : Prop

Γ, x : El(A) ` b : El(B)

Γ, y : El(B) ` a : El(A)

Γ ` iso (x . b)(y . a) : A = B
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Èíòåðïðåòàöèÿ Prop

I Îïðåäåëèì JPropK êàê Ω.

I Åñëè JAK : JΓK→ JPropK, òî JEl(A)K = JAK∗(true).

I Òàê êàê ó íàñ åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ìîðôèçìàìè X → Ω è

ïîäîáúåêòàìè X , òî èìåÿ JAK, JBK : JΓK→ Ω è äðóãèå

ïîñûëêè iso, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî JAK∗(true) = JBK∗(true) êàê
ïîäîáúåêòû JΓK. Ñëåäîâàòåëüíî, JAK = JBK.


	 
	  
	  
	 

