
Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X, ïëîòíîå â X (òî
åñòü cl(Y ) = X).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ)
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè äëÿ ëþáîãî ε >
0 ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå N ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m > N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ρ(xn, xm) < ε.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ X, òàêàÿ
÷òî ρ(xn, x)→ 0.

1. (1) Äîêàæèòå, ÷òî ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïîêðû-
òî ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì øàðîâ ðàäèóñà 1.

4. (2) à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ⊂ R2 � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî A′ åãî
ïðåäåëüíûõ òî÷åê íå ïóñòî.

3. à) (1) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
èìååò ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò åäèíñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë
(ïðåäåë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

á) (1) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë çàìêíóòî.

4. à) (1) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X1 ⊂ X è ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñåïàðàáåëüíî, òî ïðî-
ñòðàíñòâî (X1, ρ) òîæå ñåïàðàáåëüíî.

á) (1) Ïóñòü Xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ (X, ρ), òàêàÿ ÷òî (Xn, ρ) ñåïà-
ðàáåëüíû, à ∪Xn ïëîòíî â X. Äîêàæèòå, ÷òî (X, ρ) ñåïàðàáåëüíî.

5. (2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî, òî ëþáîå åãî
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ øàðîâ.

6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ x ∈ Q, x 6= 0 îïðåäåëèì ‖x‖p = p−n, ãäå ÷èñëî x
ïðåäñòàâëåíî â âèäå x = pn a

b
, ãäå a, b, n ∈ Z è a, b íå äåëÿòñÿ íà p. Ïîëîæèì ‖0‖p = 0.

à) (1) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρp(x, y) = ‖x−y‖p ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå
Q.

á) (4) ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Q, ρp) ïîëíûì?
7. Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ øàðîâ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå âñåãäà èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, åñëè
a) (2) èõ ðàäèóñû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ?
á) (3) áåç óñëîâèÿ ñòðåìëåíèÿ ðàäèóñîâ ê íóëþ?
8. (4) Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò íåïóñòóþ âíóòðåí-
íîñòü.


