
PairingHeap - àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ îïåðàöèè DelMin çà O(
√
n)

Ðàññìîòðèì íåìíîãî íåâåðíûé Pairing (äîêàçàòåëüñòâî àìîðòèçèðîâàííîãî âðåìåíè ðàáîòû DelMin
(ñ óïðîùåíèåì äî DullPairing) âñ¼ ðàâíî êàòèò).

Ôóíêöèÿ Pairing èç n êîðíåé äåðåâüåâ, õðàíÿùèõñÿ â ñïèñêå, äåëàåò 1 êîðåíü, îáúåäèíÿÿ ýëåìåíòû.
Ñíà÷àëà îáúåäèíÿåò äâà ïîñëåäíèõ ýëåìåíòà. À ðåçóëüòàò êàæäîãî îáúåäèíåíèÿ îáúåäèíÿåò (Merge) ñî
ñëåäóþùèì ýëåìåíòîì ñïèñêà. Ïðè Pairing àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû DelMin ðàâíî O(log n).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ ïðîöåäóðó: DullPairing. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè DullPairing àìîð-
òèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû DelMin O(

√
n). Îíà ðàçáèâàåò n ýëåìåíòîâ íà ïðîèçâîëüíûå ïàðû, îáú-

åäèíÿÿ èõ (Merge) è ïîëó÷àÿ dn/2e ýëåìåíòîâ. Ýòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî
àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà DelMin íà ðàññìàòðèâàåìîé êó÷å ðàâíî

√
n.

Çàìå÷àíèå: åñëè íåîáõîäèìî ðàçáèòü íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, òî ïîñëåäíèé îñòàíåòñÿ áåç
ïàðû.
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Ïðèìåð: (0 1) (2 3) (4 5) 6
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âðåìåíè ðàáîòû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• ti - ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè.

• ai - àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè.

• ϕ - ïîòåíöèàë.

Òîãäà ai = ti + ∆ϕ, ãäå ∆ϕ = ϕi+1 − ϕi. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:∑
ai
m

=
∑

ti
m

+ ϕm−ϕ0

m
, ãäå m - êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. Â ýòîé ôîðìóëå

∑
ti
m
- ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû. Ò.ê.

ϕm è ϕ0 îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé, òî åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ai ≤
√
n, ìîæíî äàòü îöåíêó

∑
ti
m
,

êîòîðàÿ òîæå áóäåò O(
√
n)

Òåïåðü ðàññìîòðèì àëãîðèòì DelMin. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûçîâû Del, ðàáîòàþùåãî çà O(1),
Merge - O(1) è Pairing - O(#Roots).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ äëÿ ϕ: ϕ = 2(#Roots) + 2
∑

max(deg,
√
n), ãäå deg - ñòåïåíü âåð-

øèíû î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà â ñïèñêå. Íàéä¼ì ÷åìó ðàâíî ∆ϕi - èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà ïðè óäàëåíèè
ýòîãî ýëåìåíòà.

∆(ñëàãàåìîå)
íàçâàíèå ôóíêöèè 2(#Roots) 2

∑
max(deg,

√
n)

Del

−2
Óäàëÿåì îäíó âåðøèíó (2 � ýòî
êîýôôèöèåíò, �−� ò.ê. âåðøèí
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå)

−2deg
Èç ñóììû âñåõ ñòåïåíåé óõîäèò
ñòåïåíü âåðøèíû, êîòîðóþ óäà-
ëÿåì

Merge

+2deg
Êàæäîãî èç äåòåé óäàëåííîé
âåðøèíû çàíîñèì â ñïèñîê (èõ
deg) (2 - êîýôôèöèåíò, �+� ò.ê.
âåðøèí ñòàíîâèòñÿ áîëüøå)

0
Íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, ïðîñòî äî-
áàâëÿåì âåðøèíû â ñïèñîê

Pairing

−roots− deg
−roots− deg = −2·(roots+deg)

2
: áû-

ëî roots êîðíåé, ïîñëå merge
ñòàëî roots + deg, è ìû óìåíü-
øàåì èõ êîëè÷åñòâî âäâîå

2
√
n

Òåïåðü ñòåïåíü íåêîòîðûõ âåð-
øèí óâåëè÷èëàñü íà 1. À êî-
ëè÷åñòâî âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ
÷òî-òî èçìåíèëîñü íå áîëüøå,
÷åì

√
n, ò.ê. ýòî ìîãóò áûòü

òîëüêî âåðøèíû, ñòåïåíü êîòî-
ðûõ áûëà íå ìåíüøå

√
n(âñåãî

âåðøèí n).

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ϕ: 0 ≤ ϕ ≤ cn
√
n, ãäå ñ - íåêàÿ êîíñòàíòà.

Ðåçóëüòàò:
∑

ti =
∑

ai +ϕ0−ϕm,
∑

ai ≈ m
√
n, a ϕ0−ϕm ≈ n

√
n. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû

ðàâíî O(
√
n), åñëè n ≥ m (åñëè n < m, òî ýòîãî òîæå äîáèâàþòñÿ, íî íåìíîãî äðóãèì ïîòåíöèàëîì, íà

ëåêöèè ðàññêàçàíî íå áûëî).

Ïðàâèëüíûé Pairing áóäåò â ñëåäóþùåì êîíñïåòå, à ïîêà - âîò âàì êàðòèíî÷êà!
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Áèíîìèàëüíûå êó÷è

Áèíîìèàëüíîå äåðåâî - ýòî äåðåâî, çàäàþùååñÿ ñëåäóþùèì ðåêóðåíòíûì ñïîñîáîì.

Çà êîðåíü áèíîìèàëüíîãî äåðåâà ðàíãà k (äåðåâî Tk) ïîäâåøåíî ñîîòâåòñòâåííî k áèíîìèàëüíûõ
äåðåâüåâ ñ ðàíãàìè îò 0 äî k − 1.

Áèíîìèàëüíàÿ êó÷à - ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ, ðàçáèòîå íà ìíîæåñòâà, ñ ìîùíîñòÿìè, ðàâíûìè
ñòåïåíè äâîéêè, äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñòðîèòñÿ áèíîìèàëüíîå äåðåâî ñî ñâîéñòâîì êó÷è. Ò.å. êó÷à
= O(log n) äåðåâüåâ, èëè äðóãèìè ñëîâàìè: áèíîìèàëüíàÿ êó÷à - ìíîæåñòâî áèíîìèàëüíûõ äåðåâüåâ
ðàçëè÷íîãî ðàíãà. n =

∑
2ki ; |Tk| = 2k
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Îïåðàöèÿ Merge äëÿ Áèíîìèàëüíîé êó÷è:

1 Merge (a, b) - O(log n) // ñëèâàåì äåðåâüÿ

2 {

3 for k = 0.. logN // äåðåâüåâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì logN
4 if b[k] != NULL // ïðîâåðêà, åñòü ëè äåðåâî íóæíîé ðàçìåðíîñòè

5 for (i = k, c = b[k]; a[i] != NULL; i++)

6 c = c + a[i]; // ïîëó÷àåì èç äâóõ Tk îäíó Tk+1
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7 a[i] = NULL; // óäàëÿåì ññûëêó íà ïåðåïèñàííîå äåðåâî

8 a[i] = c; // ñîõðàíÿåì ïîëó÷åííîå äåðåâî

9 }

Ôèáîíà÷÷èåâà êó÷à

Êó÷à Ôèáîíà÷÷è - ñïèñîê áèíîìèàëüíûõ äåðåâüåâ ñî ñâîéñòâîì êó÷è (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íîãî
ðàíãà).
Ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• Merge çà O(1)

• Add çà O(1)

• DelMin çà O(logn)

• GetMin çà O(1)

• DecreaseKey çà O(1)
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