
3. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû (íà÷àëî)

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò, òî åñòü

òàêîé ýëåìåíò d ∈ G, ÷òî G = 〈d〉.
Åñëè îïåðàöèè â ãðóïïå G çàïèñûâàþòñÿ ìóëü-

òèïëèêàòèâíî, òî 〈d〉 = {da | a ∈ Z}, ïîýòîìó óñëî-
âèå G = 〈d〉 îçíà÷àåò, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G �

ãðóïïà ñòåïåíåé ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà.

Åñëè îïåðàöèè â ãðóïïå G çàïèñûâàþòñÿ àääè-

òèâíî, òî 〈d〉 = {ad | a ∈ Z}, ïîýòîìó óñëîâèå G =
= 〈d〉 îçíà÷àåò, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G � ãðóï-

ïà êðàòíûõ ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà.

Òàê êàê ñòåïåíè ýëåìåíòà êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé (ÿñíî, ÷òî ∀ a, b ∈ Z (dadb = da+b = dbda)), öèêëè-
÷åñêèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè.

• Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ãðóïïà (Z/n)+ öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê (Z/n)+ = 〈1〉 (ýòî î÷åâèäíî).
• Ãðóïïà Z+ öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê Z+ = 〈1〉 (ýòî î÷åâèäíî).
• Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ãðóïïà µn öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê µn = 〈e

2πi
n 〉 (ýòî î÷åâèäíî).

• Ãðóïïà (Z/5)× öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê (Z/5)× = 〈2〉 (ïðîâåðèì ýòî: 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 3, � âû-

÷èñëÿÿ ñòåïåíè ýëåìåíòà 2 â ãðóïïå (Z/5)×, ìû ïîëó÷àåì âñå ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû).

• Ãðóïïà (Z/7)× öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê (Z/7)× = 〈3〉 (ïðîâåðèì ýòî: 30 = 1, 31 = 3, 32 = 2, 33 = 6, 34 = 4
è 35 = 5, � âû÷èñëÿÿ ñòåïåíè ýëåìåíòà 3 â ãðóïïå (Z/7)×, ìû ïîëó÷àåì âñå ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû).

• Ãðóïïà Q+ àáåëåâà, íî íå öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê ∀ q ∈ Q+ (〈q〉 = qZ < Q+).
• Ãðóïïà D2 àáåëåâà, íî íå öèêëè÷åñêàÿ, òàê êàê ∀u ∈ D2 (〈u〉 = {id4, u} < D2). (×åðåç D2 îáîçíà÷åíà

ïîäãðóïïà {id4, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)} ãðóïïû S4.)

• Ãðóïïû Sn è Dn, ãäå n ∈ N \ {1, 2}, íåàáåëåâû è, çíà÷èò, íåöèêëè÷åñêèå.

Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, âñå ïîðîæäàþùèå

ýëåìåíòû ãðóïïû Z+ ñóòü 1 è −1, ãðóïïû (Z/3)+ � 1 è 2, ãðóïïû (Z/4)+ � 1 è 3, ãðóïïû (Z/5)+ � 1, 2, 3
è 4, ãðóïïû (Z/5)× � 2 è 3 (óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ óòâåðæäåíèé). Â âîïðîñå 8 êóðñà äëÿ ëþáî-

ãî n ∈ N áóäåò äàíî ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû (Z/n)+.

Äëÿ ðàçíûõ n ∈ N ãðóïïû (Z/n)× ìîãóò áûòü öèêëè÷åñêèìè èëè íåöèêëè÷åñêèìè; åñëè ãðóïïà (Z/n)×

öèêëè÷åñêàÿ, òî âû÷èñëåíèÿ â ýòîé ãðóïïå ìîæíî ïðîâîäèòü ýôôåêòèâíî â òîì ñìûñëå, ÷òî óìíîæåíèå

åå ýëåìåíòîâ, òî åñòü óìíîæåíèå ÷èñåë ïî ìîäóëþ n, ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ ñòåïåíåé ïîðîæäàþùåãî ýëå-

ìåíòà ýòîé ãðóïïû. Â âîïðîñå 9 êóðñà áóäåò äàí îáùèé êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî n ∈ N îïðå-

äåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà (Z/n)× öèêëè÷åñêîé. Íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ n, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïà (Z/n)× ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ïåðå÷èñëåíû íà ñòðàíèöå http://oeis.org/A033948.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî d ∈ (Z/n)×, ãäå n ∈ N, íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n, åñëè d � ïî-

ðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû (Z/n)×, òî åñòü (Z/n)× = 〈d〉.
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ n èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå â êðèïòîãðàôèè (ïîäðîáíîñòè ÷èòàéòå â

ñòàòüå http://en.wikipedia.org/wiki/Primitive_root_modulo_n). Äëÿ íåáîëüøèõ n çíà÷åíèÿ íàèìåíü-

øåãî ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ n èìåþòñÿ íà ñòðàíèöå http://oeis.org/A046145.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç (Z/n)+ â µn ïî ïðàâèëó a 7→ e
2πia

n äëÿ ëþ-

áûõ a ∈ (Z/n)+, � èçîìîðôèçì ãðóïï è, çíà÷èò, µn
∼= (Z/n)+. Àíàëîãè÷íûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è äîêàçàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà

âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è òîëüêî îíè ñóòü ãðóïïû (Z/n)+, ãäå n ∈ N, è ãðóïïà Z+.

Òåîðåìà îá îïèñàíèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
1. Ïóñòü G � ãðóïïà, è n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+; òîãäà ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ

è |G| = n.

2. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà; îáîçíà÷èì

÷åðåç n âåëè÷èíó |G|; òîãäà n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè n ∈ N, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç d ïðîîáðàç ýëåìåíòà 1 ãðóïïû (Z/n)+ îòíîñèòåëüíî

èçîìîðôèçìà ìåæäó G è (Z/n)+; î÷åâèäíî, ÷òî G = 〈d〉. Åñëè n = ∞, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç d ïðîîáðàç ýëå-

ìåíòà 1 ãðóïïû Z+ îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ìåæäó G è Z+; î÷åâèäíî, ÷òî G = 〈d〉.
2. Ïóñòü d ∈ G è G = 〈d〉; â ñèëó ëåììû î ïîðÿäêå ýëåìåíòà (âîïðîñ 2 êóðñà) ord(d) = |〈d〉|, íî |G| = n

è, çíà÷èò, ord(d) = n. Åñëè n ∈ N, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç expd îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç (Z/n)+ â G ïî

ïðàâèëó a 7→ da äëÿ ëþáûõ a ∈ (Z/n)+. Åñëè n = ∞, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç expd îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå

èç Z+ â G ïî ïðàâèëó a 7→ da äëÿ ëþáûõ a ∈ Z+. Èç ïîäëåììû, äîêàçàííîé âíóòðè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

î ïîðÿäêå ýëåìåíòà, ñëåäóåò, ÷òî expd � ìîíîìîðôèçì, à òàê êàê G = 〈d〉, expd � èçîìîðôèçì.
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