
Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ãðàôàìè. Äåðåâüÿ.

1. Ïóñòü G åñòü ãðàô, ïîñòðîåííûé íà n ≥ 2 âåðøèíàõ, ∆(G) è δ(G)
åñòü ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíè âåðøèí â ãðàôå G. Äî-
êàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) óäàëåíèå âåðøèíû ñòåïåíè ∆(G) íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñðåäíþþ
ñòåïåíü âåðøèí â ãðàôå;

b) óäàëåíèå âåðøèíû ñòåïåíè δ(G) íå ìîæåò óìåíüøèòü ñðåäíþþ
ñòåïåíü âåðøèí â ãðàôå.

.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô G 6= Kn, ïîñòðîåííûé
íà n ≥ 3 âåðøèíàõ, ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîäãðàôà èíäóöè-
ðîâàííûé ïóòü P3 äëèíû 2 (îïðåäåëåíèå, ýêñòðåìàëüíîñòü).

3. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì ñâÿçíîì ãðàôå G áåç ïåòåëü, ïîñòðîåííîì
íà n ≥ 2 âåðøèíàõ, íàéäóòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå äâå âåðøèíû, íå
ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ

4. Ïóñòü TD åñòü îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî, à F ⊆ E(TD) åñòü ïðîèç-
âîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ðåáåð äåðåâà TD. Äîêàçàòü, ÷òî
â äåðåâå T íàéäåòñÿ âåðøèíà x, òàêàÿ, ÷òî âñå ðåáðà èç F , èíöè-
äåíòíûå x, âõîäÿò â x, à âñå ðåáðà èç ïîäìíîæåñòâà E(TD) \ F ,
èíöèäåíòíûå x, èç ýòîé âåðøèíû âûõîäÿò.

5. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {d1, d2, . . . , dn},
n ≥ 2, ïîëîæèòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåí-
ñòâî

d1 + d2 + . . .+ dn = 2n− 2, di > 0 (1)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà ãðàôîâîé äëÿ íåêîòîðîãî äåðåâà T , ïî-
ñòðîåííîãî íà n âåðøèíàõ.

6. Ïîñòðîèòü âñå ðàçëè÷íûå êîðíåâûå íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ íà ÷åòû-
ðåõ âåðøèíàõ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî äåðåâà ïîñòðîèòü ìàêñèìàëü-
íûé ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô íà ÷åòûðåõ âåð-
øèíàõ, â êîòîðîì ïîèñê â ãëóáèíó, íà÷èíàþùèéñÿ ñ âûäåëåííîé
âåðøèíû, ãàðàíòèðîâàííî äàñò íà âûõîäå çàäàííîå êîðíåâîå äåðå-
âî.
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7. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãðàô G áåç ïåòåëü ñîäåðæèò îñòîâíûé äâó-
äîëüíûé ïîäãðàô F , ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû x â êîòîðîì áîëüøå
èëè ðàâíà deg(x)/2, ãäå deg(x) � ñòåïåíü òîé æå âåðøèíû â èñõîä-
íîì ãðàôå.

8. Ïóñòü G åñòü ïðîñòîé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ, òî åñòü ãðàô, íå ñî-
äåðæàùèé K3 â êà÷åñòâå ñâîåãî èíäóöèðîâàííîãî öèêëà. Ïîêàçàòü,
÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò
n2/4.

9. Ïóñòü G åñòü k-ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô, k ≥ 2. Äîêàçàòü, ÷òî
â òàêîì ãðàôå ìîñòû îòñóòñòâóþò.

10. Íàðÿäó ñ äèàìåòðîì ïðè èçó÷åíèè ðàññòîÿíèé â ãðàôå ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé Wiegner index

W (G) :=
∑

x,y∈V (G)

d(x, y)

ãðàôà G, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè
â ãðàôå. Â ÷àñòíîñòè, Âèãíåð èñïîëüçîâàë ýòîò èíäåêñ äëÿ èçó-
÷åíèÿ òî÷êè ïëàâëåíèÿ ïàðàôèíà. Â äàëüíåéøåì îêàçàëîñü, ÷òî
ìíîãèå õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîëåêóë ñâÿçàíû ñ Wiegner index ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìîëåêóëàì ãðàôîâ. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè âñåõ
äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå W (G) äîñòèãàåòñÿ
íà ãðàôàõ-çâåçäàõ, à ìàêñèìàëüíîå � íà ïóòÿõ Pn äëèíû n.

11. ÏóñòüG åñòü ïðîñòîé ãðàô, ïîñòðîåííûé íà n âåðøèíàõ è èìåþùèé
k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî m ðåáåð â òàêîì
ãðàôå ëåæèò â äèàïàçîíå

n− k ≤ m ≤ (n− k)(n− k + 1)

2
.

12. Ïóñòü äåðåâî T , ïîñòðîåííîå íà n âåðøèíàõ, èìååò äèàìåòð, áîëü-
øèé èëè ðàâíûé 2k − 3. Äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì äåðåâå èìååòñÿ êàê
ìèíèìóì n− k ïóòåé äëèíû k.
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