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Theorem
Åñëè ìíîæåñòâî A âêëàäûâàåòñÿ â ìíîæåñòâî B , è íàîáîðîò, òî

A è B ðàâíîìîùíû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|, òî |A| = |B|.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f : A→ B è g : B → A � âëîæåíèÿ. Òîãäà îïðåäåëèì
h : A→ A êàê h = g ◦ f . Ïóñòü A0 = A, A1 = g(B),
Ak+2 = h(Ak). Òàê êàê |A1| = |B|, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
|A0| = |A1|. Ïóñòü Ci = Ai \ Ai+1. Åñëè îãðàíè÷èòü ôóíêöèþ h
íà Ci , òî ìû ïîëó÷èì áèåêöèþ hi : Ci → Ci+2. Òåïåðü ìîæíî
îïðåäåëèòü áèåêöèþ t : A0 → A1 êàê t(x) = hi (x), åñëè x ∈ Ci è
i � ÷åòíî, èíà÷å t(x) = x .
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Àëãîðèòì Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà

I ßâëÿåòñÿ ëè äàííîå äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíûì?

I Íåò, íî åñëè ìû äîáàâèì íåñêîëüêî óñëîâèé, òî äà.

I Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç A â B ðàçðåøèì, è
íàîáîðîò.

I Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ Ai

ðàçðåøèìî â A.

I Òîãäà ýòà òåîðåìà äîêàçóåìà áåç èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî.
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Ïðèìåðû

I Ìíîæåñòâà N è N× N ðàâíîìîùíû.

I Ìû ìîæåì âëîæèòü N â N× N êàê x 7→ (x , 0).

I È íàîáîðîò, (x , y) 7→ 2x · 3y .
I Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà N è N× N ðàçðåøèìû, è
ïåðåñå÷åíèå âñåõ Ai ïóñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, áèåêöèÿ
âû÷èñëèìà.
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Separation axiom äëÿ ìíîæåñòâ

I Ïóñòü A � ìíîæåñòâî è P(a) � ïðåäèêàò íà íåì.

I Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî {a ∈ A | P(a)}.
I Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A è ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç òåõ åãî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ïðåäèêàòó P .

I Ïðèìåð: ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

Even = {n ∈ N | ∃k ∈ N (2k = n)}

I Ïðèìåð: åñëè f : A→ B , òî îáðàç f � ýòî ïîäìíîæåñòâî B ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

im(f ) = {b ∈ B | ∃a ∈ A (f (a) = b)}.
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Separation axiom â ïðîãðàììèðîâàíèè

I Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåò àíàëîãè÷íîé
êîíñòðóêöèè.

I Î÷åíü æàëêî èõ òàêèõ, èáî ïîëåçíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

I ×àñòî ôóíêöèè îïðåäåëåíû íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé òèïà, à
òîëüêî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå. Åñëè ïåðåäàâàòü
ýëåìåíò íå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ ëèáî
âûáðîñèò èñêëþ÷åíèå, ëèáî ïîâåäåíèå âîîáùå áóäåò
íåîïðåäåëåíî.

I Íàïðèìåð, î÷åíü áûëî áû ïîëåçíî â java/C#/... èìåòü òèï
{x ∈ A | x 6= null}.

I Äðóãîé ïðèìåð: òèïû âèäà {x ∈ int | a < x < b}.
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I ×àñòî ôóíêöèè îïðåäåëåíû íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé òèïà, à
òîëüêî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå. Åñëè ïåðåäàâàòü
ýëåìåíò íå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ ëèáî
âûáðîñèò èñêëþ÷åíèå, ëèáî ïîâåäåíèå âîîáùå áóäåò
íåîïðåäåëåíî.

I Íàïðèìåð, î÷åíü áûëî áû ïîëåçíî â java/C#/... èìåòü òèï
{x ∈ A | x 6= null}.

I Äðóãîé ïðèìåð: òèïû âèäà {x ∈ int | a < x < b}.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Separation axiom â ïðîãðàììèðîâàíèè

I Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåò àíàëîãè÷íîé
êîíñòðóêöèè.

I Î÷åíü æàëêî èõ òàêèõ, èáî ïîëåçíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

I ×àñòî ôóíêöèè îïðåäåëåíû íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé òèïà, à
òîëüêî íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå. Åñëè ïåðåäàâàòü
ýëåìåíò íå èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ ëèáî
âûáðîñèò èñêëþ÷åíèå, ëèáî ïîâåäåíèå âîîáùå áóäåò
íåîïðåäåëåíî.

I Íàïðèìåð, î÷åíü áûëî áû ïîëåçíî â java/C#/... èìåòü òèï
{x ∈ A | x 6= null}.

I Äðóãîé ïðèìåð: òèïû âèäà {x ∈ int | a < x < b}.



Ïëàí ëåêöèè

Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà

Separation Axiom

Ôàêòîð-ìíîæåñòâà

Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ìîòèâàöèÿ

I ×àñòî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äîëæíû
áûòü îäèíàêîâûìè.

I Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî çàäàòü êàê ïàðó
öåëûõ ÷èñåë (÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü), íî ôóíêöèÿ
Z× Z>0 → Q íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê íåêîòîðûå
ïàðû öåëûõ ÷èñåë çàäàþò îäíî è òî æå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî.

I Êîíñòðóêöèÿ ôàêòîð ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â îäèí.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ìîòèâàöèÿ

I ×àñòî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äîëæíû
áûòü îäèíàêîâûìè.

I Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî çàäàòü êàê ïàðó
öåëûõ ÷èñåë (÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü), íî ôóíêöèÿ
Z× Z>0 → Q íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê íåêîòîðûå
ïàðû öåëûõ ÷èñåë çàäàþò îäíî è òî æå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî.

I Êîíñòðóêöèÿ ôàêòîð ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â îäèí.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ìîòèâàöèÿ

I ×àñòî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äîëæíû
áûòü îäèíàêîâûìè.

I Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî çàäàòü êàê ïàðó
öåëûõ ÷èñåë (÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü), íî ôóíêöèÿ
Z× Z>0 → Q íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê íåêîòîðûå
ïàðû öåëûõ ÷èñåë çàäàþò îäíî è òî æå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî.

I Êîíñòðóêöèÿ ôàêòîð ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â îäèí.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Õàðàêòåðèçàöèÿ

I Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼.

I Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî A/∼ äîëæíî
ñîäåðæàòü ýëåìåíò [a]∼.

I Áîëåå òîãî, äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî [a]∼ = [a′]∼ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∼ a′.

I Ìû ìîãëè áû äîáàâèòü àêñèîìó, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, íî ýòîãî íå íóæíî äåëàòü, òàê êàê
åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç äðóãèõ àêñèîì.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Õàðàêòåðèçàöèÿ

I Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼.
I Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî A/∼ äîëæíî
ñîäåðæàòü ýëåìåíò [a]∼.

I Áîëåå òîãî, äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî [a]∼ = [a′]∼ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∼ a′.

I Ìû ìîãëè áû äîáàâèòü àêñèîìó, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, íî ýòîãî íå íóæíî äåëàòü, òàê êàê
åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç äðóãèõ àêñèîì.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Õàðàêòåðèçàöèÿ

I Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼.
I Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî A/∼ äîëæíî
ñîäåðæàòü ýëåìåíò [a]∼.

I Áîëåå òîãî, äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî [a]∼ = [a′]∼ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∼ a′.

I Ìû ìîãëè áû äîáàâèòü àêñèîìó, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, íî ýòîãî íå íóæíî äåëàòü, òàê êàê
åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç äðóãèõ àêñèîì.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Õàðàêòåðèçàöèÿ

I Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼.
I Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî A/∼ äîëæíî
ñîäåðæàòü ýëåìåíò [a]∼.

I Áîëåå òîãî, äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî [a]∼ = [a′]∼ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∼ a′.

I Ìû ìîãëè áû äîáàâèòü àêñèîìó, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, íî ýòîãî íå íóæíî äåëàòü, òàê êàê
åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç äðóãèõ àêñèîì.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a � ýòî
ïîäìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ a′, ÷òî a ∼ a′.

I Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a îáîçíà÷àåòñÿ [a]∼. Åãî
îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû:

[a]∼ = {a′ ∈ A | a ∼ a′}

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê

A/∼ = {C ∈ P(A) | ∃a ∈ A (C = [a]∼)}



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a � ýòî
ïîäìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ a′, ÷òî a ∼ a′.

I Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a îáîçíà÷àåòñÿ [a]∼. Åãî
îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû:

[a]∼ = {a′ ∈ A | a ∼ a′}

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê

A/∼ = {C ∈ P(A) | ∃a ∈ A (C = [a]∼)}



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a � ýòî
ïîäìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ a′, ÷òî a ∼ a′.

I Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a îáîçíà÷àåòñÿ [a]∼. Åãî
îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû:

[a]∼ = {a′ ∈ A | a ∼ a′}

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê

A/∼ = {C ∈ P(A) | ∃a ∈ A (C = [a]∼)}



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå Z× Z>0 êàê

(x , y) ∼ (x ′, y ′)⇔ x · y ′ = x ′ · y

I Òåïåðü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê Q = Z× Z>0/ ∼.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
ìíîæåñòâå Z× Z>0 êàê

(x , y) ∼ (x ′, y ′)⇔ x · y ′ = x ′ · y

I Òåïåðü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê Q = Z× Z>0/ ∼.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôóíêöèè íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåêîòîðûå �ôóíêöèè� íàä
ìíîæåñòâîì âèäà A/∼ íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè
ôóíêöèÿìè.

I Íàïðèìåð, �ôóíêöèÿ� nom : Q→ Z, nom([(x , y)]∼) = x ,
âîçâðàùàþùàÿ ÷èñëèòåëü, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

I Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îíà íå ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî. Åñëè áû
îíà áûëà êîððåêòíîé ôóíêöèåé, òî 1 = 2:

1 = nom(1/2) = nom(2/4) = 2



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôóíêöèè íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåêîòîðûå �ôóíêöèè� íàä
ìíîæåñòâîì âèäà A/∼ íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè
ôóíêöèÿìè.

I Íàïðèìåð, �ôóíêöèÿ� nom : Q→ Z, nom([(x , y)]∼) = x ,
âîçâðàùàþùàÿ ÷èñëèòåëü, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

I Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îíà íå ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî. Åñëè áû
îíà áûëà êîððåêòíîé ôóíêöèåé, òî 1 = 2:

1 = nom(1/2) = nom(2/4) = 2



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôóíêöèè íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåêîòîðûå �ôóíêöèè� íàä
ìíîæåñòâîì âèäà A/∼ íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè
ôóíêöèÿìè.

I Íàïðèìåð, �ôóíêöèÿ� nom : Q→ Z, nom([(x , y)]∼) = x ,
âîçâðàùàþùàÿ ÷èñëèòåëü, íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

I Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îíà íå ñîõðàíÿåò ðàâåíñòâî. Åñëè áû
îíà áûëà êîððåêòíîé ôóíêöèåé, òî 1 = 2:

1 = nom(1/2) = nom(2/4) = 2



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êîððåêòíîñòü ôóíêöèé íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýòó ôóíêöèþ, åñëè íåìíîãî
èçìåíèì åå îïèñàíèå: nom([(x , y)]∼) = x/gcd(x , y).

I ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíûì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò
ýêâèâàëåíòíîñòü. Òî åñòü åñëè (x , y) ∼ (x ′, y ′), òî
nom([(x , y)]∼) = nom([(x ′, y ′)]∼).

I Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü
âñå ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êîððåêòíîñòü ôóíêöèé íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýòó ôóíêöèþ, åñëè íåìíîãî
èçìåíèì åå îïèñàíèå: nom([(x , y)]∼) = x/gcd(x , y).

I ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíûì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò
ýêâèâàëåíòíîñòü. Òî åñòü åñëè (x , y) ∼ (x ′, y ′), òî
nom([(x , y)]∼) = nom([(x ′, y ′)]∼).

I Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü
âñå ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êîððåêòíîñòü ôóíêöèé íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâàìè

I Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýòó ôóíêöèþ, åñëè íåìíîãî
èçìåíèì åå îïèñàíèå: nom([(x , y)]∼) = x/gcd(x , y).

I ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíûì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò
ýêâèâàëåíòíîñòü. Òî åñòü åñëè (x , y) ∼ (x ′, y ′), òî
nom([(x , y)]∼) = nom([(x ′, y ′)]∼).

I Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü
âñå ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôàêòîð-òèïû â ïðîãðàììèðîâàíèè

I Êàê è â ñëó÷àå ñ separation àêñèîìîé, â áîëüøèíñòâå
ÿçûêîâ ïðîðàììèðîâàíèÿ íåò êîíñòðóêöèè ôàêòîð-òèïîâ.

I Íî èõ ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü â íåêîòîðîì ðîäå.

I Êîíêðåòíî, ìû îáû÷íî ïåðåîïðåäåëÿåì îïåðàöèþ
ñðàâíåíèÿ íà òèïå.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôàêòîð-òèïû â ïðîãðàììèðîâàíèè

I Êàê è â ñëó÷àå ñ separation àêñèîìîé, â áîëüøèíñòâå
ÿçûêîâ ïðîðàììèðîâàíèÿ íåò êîíñòðóêöèè ôàêòîð-òèïîâ.

I Íî èõ ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü â íåêîòîðîì ðîäå.

I Êîíêðåòíî, ìû îáû÷íî ïåðåîïðåäåëÿåì îïåðàöèþ
ñðàâíåíèÿ íà òèïå.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ôàêòîð-òèïû â ïðîãðàììèðîâàíèè

I Êàê è â ñëó÷àå ñ separation àêñèîìîé, â áîëüøèíñòâå
ÿçûêîâ ïðîðàììèðîâàíèÿ íåò êîíñòðóêöèè ôàêòîð-òèïîâ.

I Íî èõ ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü â íåêîòîðîì ðîäå.

I Êîíêðåòíî, ìû îáû÷íî ïåðåîïðåäåëÿåì îïåðàöèþ
ñðàâíåíèÿ íà òèïå.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè

I Èíîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì
ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ.

I Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [a]∼
âûáèðàåì íåêîòîðûé ýëåìåíò èç íåãî a0 ∈ [a]∼, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî
êëàññà.

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê ïîäìíîæåñòâî A,
ñîñòîÿùåå èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé.

I Â ñëó÷àå ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, êàíîíè÷åñêèé
ïðåäñòàâèòåëü [(x , y)]∼ � ýòî (x/gcd(x , y), y/gcd(x , y)).



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè

I Èíîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì
ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ.

I Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [a]∼
âûáèðàåì íåêîòîðûé ýëåìåíò èç íåãî a0 ∈ [a]∼, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî
êëàññà.

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê ïîäìíîæåñòâî A,
ñîñòîÿùåå èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé.

I Â ñëó÷àå ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, êàíîíè÷åñêèé
ïðåäñòàâèòåëü [(x , y)]∼ � ýòî (x/gcd(x , y), y/gcd(x , y)).



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè

I Èíîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì
ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ.

I Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [a]∼
âûáèðàåì íåêîòîðûé ýëåìåíò èç íåãî a0 ∈ [a]∼, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî
êëàññà.

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê ïîäìíîæåñòâî A,
ñîñòîÿùåå èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé.

I Â ñëó÷àå ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, êàíîíè÷åñêèé
ïðåäñòàâèòåëü [(x , y)]∼ � ýòî (x/gcd(x , y), y/gcd(x , y)).



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè

I Èíîãäà ôàêòîð-ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì
ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ.

I Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [a]∼
âûáèðàåì íåêîòîðûé ýëåìåíò èç íåãî a0 ∈ [a]∼, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî
êëàññà.

I Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü A/∼ êàê ïîäìíîæåñòâî A,
ñîñòîÿùåå èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé.

I Â ñëó÷àå ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, êàíîíè÷åñêèé
ïðåäñòàâèòåëü [(x , y)]∼ � ýòî (x/gcd(x , y), y/gcd(x , y)).



Ïëàí ëåêöèè

Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà

Separation Axiom

Ôàêòîð-ìíîæåñòâà

Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Çàâèñèìûå ñóììû

I Åùå îäíà àêñèîìà òåîðèè ìíîæåñòâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ñóùåñòâóþò (áåñêîíå÷íûå) îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.

I Âìåñòî îáû÷íûõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû äîáàâèëè
ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ.

I Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âìåñòî áåñêîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû
äîáàâèì áåñêîíå÷íûå ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ îáû÷íî çàâèñèìîé ñóììîé ìíîæåñòâ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Çàâèñèìûå ñóììû

I Åùå îäíà àêñèîìà òåîðèè ìíîæåñòâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ñóùåñòâóþò (áåñêîíå÷íûå) îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.

I Âìåñòî îáû÷íûõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû äîáàâèëè
ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ.

I Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âìåñòî áåñêîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû
äîáàâèì áåñêîíå÷íûå ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ îáû÷íî çàâèñèìîé ñóììîé ìíîæåñòâ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Çàâèñèìûå ñóììû

I Åùå îäíà àêñèîìà òåîðèè ìíîæåñòâ ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ñóùåñòâóþò (áåñêîíå÷íûå) îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ.

I Âìåñòî îáû÷íûõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû äîáàâèëè
ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ.

I Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âìåñòî áåñêîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ìû
äîáàâèì áåñêîíå÷íûå ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ îáû÷íî çàâèñèìîé ñóììîé ìíîæåñòâ.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåì,
÷òî ìû äîáàâëÿåì ê êêàæäîìó ýëåìåíòó ìåòêó, êîòîðàÿ
ãîâîðèò íàì èç êàêîãî ìíîæåñòâà ïðèøåë ýòîò ýëåìåíò.

I Òî åñòü, ýëåìåíòû B0 q B1 ìîæíî çàäàâàòü êàê (0, b) è
(1, b′), ãäå b ∈ B0 è b′ ∈ B1.

I Òî÷íî òàê æå, ýëåìåíòû B0 q . . .q Bn ìîæíî îïèñàòü êàê
(i , bi ), ãäå 0 ≤ i ≤ n è bi ∈ Bi .

I Åñëè ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
B0, B1, . . . , òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B0 q B1 q . . .
êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà (i , bi ), ãäå i ∈ N, bi ∈ Bi .

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íàñ åñòü êîëëåêöèÿ ìíîæåñòâ Ba,
çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ a ∈ A, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî Σ(a ∈ A)Ba êàê ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A
è b ∈ Ba.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåì,
÷òî ìû äîáàâëÿåì ê êêàæäîìó ýëåìåíòó ìåòêó, êîòîðàÿ
ãîâîðèò íàì èç êàêîãî ìíîæåñòâà ïðèøåë ýòîò ýëåìåíò.

I Òî åñòü, ýëåìåíòû B0 q B1 ìîæíî çàäàâàòü êàê (0, b) è
(1, b′), ãäå b ∈ B0 è b′ ∈ B1.

I Òî÷íî òàê æå, ýëåìåíòû B0 q . . .q Bn ìîæíî îïèñàòü êàê
(i , bi ), ãäå 0 ≤ i ≤ n è bi ∈ Bi .

I Åñëè ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
B0, B1, . . . , òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B0 q B1 q . . .
êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà (i , bi ), ãäå i ∈ N, bi ∈ Bi .

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íàñ åñòü êîëëåêöèÿ ìíîæåñòâ Ba,
çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ a ∈ A, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî Σ(a ∈ A)Ba êàê ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A
è b ∈ Ba.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåì,
÷òî ìû äîáàâëÿåì ê êêàæäîìó ýëåìåíòó ìåòêó, êîòîðàÿ
ãîâîðèò íàì èç êàêîãî ìíîæåñòâà ïðèøåë ýòîò ýëåìåíò.

I Òî åñòü, ýëåìåíòû B0 q B1 ìîæíî çàäàâàòü êàê (0, b) è
(1, b′), ãäå b ∈ B0 è b′ ∈ B1.

I Òî÷íî òàê æå, ýëåìåíòû B0 q . . .q Bn ìîæíî îïèñàòü êàê
(i , bi ), ãäå 0 ≤ i ≤ n è bi ∈ Bi .

I Åñëè ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
B0, B1, . . . , òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B0 q B1 q . . .
êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà (i , bi ), ãäå i ∈ N, bi ∈ Bi .

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íàñ åñòü êîëëåêöèÿ ìíîæåñòâ Ba,
çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ a ∈ A, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî Σ(a ∈ A)Ba êàê ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A
è b ∈ Ba.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåì,
÷òî ìû äîáàâëÿåì ê êêàæäîìó ýëåìåíòó ìåòêó, êîòîðàÿ
ãîâîðèò íàì èç êàêîãî ìíîæåñòâà ïðèøåë ýòîò ýëåìåíò.

I Òî åñòü, ýëåìåíòû B0 q B1 ìîæíî çàäàâàòü êàê (0, b) è
(1, b′), ãäå b ∈ B0 è b′ ∈ B1.

I Òî÷íî òàê æå, ýëåìåíòû B0 q . . .q Bn ìîæíî îïèñàòü êàê
(i , bi ), ãäå 0 ≤ i ≤ n è bi ∈ Bi .

I Åñëè ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
B0, B1, . . . , òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B0 q B1 q . . .
êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà (i , bi ), ãäå i ∈ N, bi ∈ Bi .

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íàñ åñòü êîëëåêöèÿ ìíîæåñòâ Ba,
çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ a ∈ A, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî Σ(a ∈ A)Ba êàê ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A
è b ∈ Ba.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ðàçìå÷åííûå îáúåäèíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåì,
÷òî ìû äîáàâëÿåì ê êêàæäîìó ýëåìåíòó ìåòêó, êîòîðàÿ
ãîâîðèò íàì èç êàêîãî ìíîæåñòâà ïðèøåë ýòîò ýëåìåíò.

I Òî åñòü, ýëåìåíòû B0 q B1 ìîæíî çàäàâàòü êàê (0, b) è
(1, b′), ãäå b ∈ B0 è b′ ∈ B1.

I Òî÷íî òàê æå, ýëåìåíòû B0 q . . .q Bn ìîæíî îïèñàòü êàê
(i , bi ), ãäå 0 ≤ i ≤ n è bi ∈ Bi .

I Åñëè ó íàñ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
B0, B1, . . . , òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî B0 q B1 q . . .
êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà (i , bi ), ãäå i ∈ N, bi ∈ Bi .

I Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ó íàñ åñòü êîëëåêöèÿ ìíîæåñòâ Ba,
çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ a ∈ A, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî Σ(a ∈ A)Ba êàê ìíîæåñòâî ïàð (a, b), ãäå a ∈ A
è b ∈ Ba.



Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Ïðèìåðû

I Åñëè Ba íå çàâèñèò îò A, òî åñòü Ba = B äëÿ âñåõ a ∈ A,
òî Σ(a ∈ A)Ba = A× B .

I Åñëè A � êîíå÷íî, è äëÿ ëþáîãî a ∈ A, Ba � òîæå êîíå÷íî,
òî Σ(a ∈ A)Ba òîæå áóäåò êîíå÷íî, è
|Σ(a ∈ A)Ba| =

∑
a∈A
|Ba|.

I Â ïðîãðàììèðîâàíèè òàêîé òèï òîæå áûë áû ïîëåçåí.

I Ïóñòü List(A) � òèï ñïèñîê ñ ýëåìåíòàìè òèïà A.

I Ïóñòü Vec(A, n) = {xs ∈ List(A) | length(xs) = n} � òèï
ñïèñêîâ äëèííû n.

I Òîãäà ó íàñ åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè List(A) è
Σ(n ∈ N)Vec(A, n).
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Çàâèñèìûå ïðîèçâåäåíèÿ

I Ìû âèäåëè, ÷òî çàâèñèìûå ñóììû îáîáùàþò ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ A× B .

I Çàâèñèìûå ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùàþò ïîíÿòèå ôóíêöèé
A→ B .

I Ïóñòü Ba � êîëåêöèÿ ìíîæåñòâ, çàâèñÿùàÿ îò a ∈ A.

I Òîãäà çàâèñèìàÿ ôóíêöèÿ èç A â B � ýòî ïðàâèëî, êîòîðîå
êàæäîìó a ∈ A ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíò â Ba.
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Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Separation Axiom Ôàêòîð-ìíîæåñòâà Çàâèñèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

I Ôîðìàëüíî ìíîæåñòâî çàâèñèìûõ ôóíêöèé ìîæíî îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôóíêöèé A→

⋃
a∈A Ba,

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f , òàêèõ ÷òî f (a) ∈ Ba äëÿ ëþáîãî
a ∈ A.

I Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëèòü ýòî ìíîæåñòâî � ýòî ÷åðåç
çàâèñèìûå ñóììû:

Π(a ∈ A)Ba = {f : A→ Σ(a ∈ A)Ba | π1 ◦ f = idA},

ãäå π1 : Σ(a ∈ A)Ba → A � ýòî ôóíêöèÿ π1(a, b) = a.

I Ïðèìåð: ôóíêöèþ index ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî n.

index : Π(n ∈ N)({i ∈ N | i ≤ n} → Vec(A, n)→ A)
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Òåîðåìà î ôàêòîð-ìíîæåñòâå è îáðàçå

I Ïóñòü f : A→ B � ôóíêöèÿ.

I Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà A êàê

a ∼ a′ ⇔ f (a) = f (a′)

I Òîãäà ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ h : A/∼→ im(f ), h([a]∼) = f (a).

I Â òåîðèè ãðóïï àíàëîãîì îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.

I Àíàëîãîì îòíîøåíèÿ ∼, îïðåäåëåííîãî âûøå, ÿâëÿåòñÿ
ÿäðî ãîìîìîðôèçìà f .

I Àíàëîãîì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðìà î ñóùåñòâîâàíèè
èçîìîðôèçìà A/Ker(f )→ im(f ).
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ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.

I Àíàëîãîì îòíîøåíèÿ ∼, îïðåäåëåííîãî âûøå, ÿâëÿåòñÿ
ÿäðî ãîìîìîðôèçìà f .

I Àíàëîãîì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òåîðìà î ñóùåñòâîâàíèè
èçîìîðôèçìà A/Ker(f )→ im(f ).
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Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

I Â ñëó÷àå ãðóïï ó íàñ åñòü èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå, ÷òî
|im(f )| = |A|/|Ker(f )|. Åñòü ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â
ñëó÷àå ìíîæåñòâ?

I Åñòü! Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî |A| =
∑

a∈A/∼
|a|.

I Òåïåðü èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî |A| =
∑

b∈im(f )

|h−1(b)|.

I Åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ im(f ) ìíîæåñòâà h−1(b)
ðàâíîìîùíû, è èõ ìîùíîñòü ðàâíà k , òî

|im(f )| = |A|/k

I Òåïåðü óòâåðæäåíèå äëÿ ãðóïï ñëåäóåò èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ,
òàê êàê â ñëó÷àå ãðóïï ýòî âåðíî.
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