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Определение категорий Примеры Графы и диаграммы

Мотивация

I В различных контекстах один и тот же объект может
иметь различные описания.

I Множества: N, Z и Q.
I Группы: ({0, 1},+) и Z/2.
I Типы в языках программирования: (a, b) и (b, a).
I Еще пример: Bool и Maybe ().
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Изоморфизмы

I Когда два различных представления A и B задают один и
тот же объект?

I Когда существует пара «функий» f : A→ B и g : B → A,
преобразующих «элементы» A в «элементы» B и обратно.

I И эти функции взаимообратны.
I Пример: f = g = λ(x , y)→ (y , x) : (a, b)→ (b, a).
I Пример:

f = λx → if x then Just () else Nothing : Bool → Maybe ()

g = maybe True (const False) : Maybe ()→ Bool
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Определение категории

Категория C состоит из:
I Коллекции объектов Ob(C) и коллекции морфизмов

HomC(X ,Y ) для любой пары объектов X ,Y ∈ Ob(C).
Обычно вместо f ∈ HomC(X ,Y ) мы будем писать
f : X → Y .

I Операции, сопоставляющей каждому объекту X ∈ Ob(C)
морфизм idX : X → X .

I Операции, сопоставляющей каждой паре морфизмов
f : X → Y и g : Y → Z морфизм g ◦ f : X → Z .

I Эти операции должны удовлетворять следующим
свойствам: g ◦ idX = g , idY ◦ f = f и (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f ).
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Изоморфизмы

I Морфизм f : X → Y называется изоморфизмом, если
существует морфизм g : Y → X такой, что g ◦ f = idX и
f ◦ g = idY .

I Объекты X и Y называются изоморфными, если
существует изоморфизм f : X → Y .

I Если X – объект категории C, то моноид эндоморфизмов
X (обозначение: EndoC(X )) – это множество HomC(X ,X ) с
операцией композиции в качестве бинарной операции
моноида, и idX в качестве единицы.

I Если X – объект категории C, то группа автоморфизмов X
(обозначение: AutC(X )) – это множество изоморфизмов
f : X → X с операциями, определенными аналогичным
предыдущему пункту образом.
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Категория Set

I Объекты категории Set – множества.
I HomSet(X ,Y ) – множество функций из X в Y .
I idX – тождественная функция: idX (x) = x .
I g ◦ f – композиция функций: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).
I Изоморфизмы – биекции.



Определение категорий Примеры Графы и диаграммы

Категория Setfin

I Объекты категории Set – конечные множества.
I HomSet(X ,Y ) – множество функций из X в Y .
I idX – тождественная функция: idX (x) = x .
I g ◦ f – композиция функций: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).
I Множества изоморфны тогда и только тогда, когда они

содержат одинаковое число элементов.
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Категория Grp

I Объекты категории Grp – группы.
I HomGrp(G ,H) – множество гомоморфизмов групп G и H.
I idG – тождественный гомоморфизм: idG (x) = x .
I g ◦ f – композиция гомоморфизмов: (g ◦ f )(x) = g(f (x)).
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Категория Vec

I Объекты категории Vec – конечномерные векторные
пространства.

I HomVec(V ,W ) – множество линейных операторов из V в
W .

I idV – тождественный линейный оператор.
I g ◦ f – композиция линейных операторов.
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Категория Hask

I Объекты категории Hask – типы хаскелла.
I HomHask(A,B) – множество функций хаскелла, имеющих

тип A→ B .
I idA – тождественная функция: idA = λx → x .
I g ◦ f – композиция функций: g ◦ f = λx → g (f x).
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Категория Mat

I Объекты категории Mat – натуральные числа.
I HomMat(n, k) – множество матриц над R размера n × k .
I idn – единичная матрица размера n × n.
I A ◦ B – произведение матриц.
I Матрица является изоморфизмом тогда и только тогда,

когда она обратима.
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Категория Num

I Объекты категории Num – натуральные числа.
I HomNum(n, k) – множество кортежей (a1, . . . an) таких, что

1 ≤ ai ≤ k

I idn = (1, . . . n).
I (b1, . . . bk) ◦ (a1, . . . an) = (ba1 , . . . ban).
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Графы

I Граф состоит из коллекции вершин V и коллекции ребер
E (X ,Y ) для любой пары вершин X ,Y ∈ V .

I Любой категории можно сопоставить граф.
I Примеры:

• • •

• ((
66 • // •
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Диаграммы

I Диаграмма – граф, вершины которого являются
объектами некоторой категории, а ребра – морфизмами.

I Диаграмма является коммутативной, если для любой пары
вершин в графе X и Y , композиция любого пути из X в Y
дает один и тот же результат.

I Примеры:

A
h //

f
��

C

B

g

??

g◦f=h

A
h //

f
��

C

k
��

B g
// D

g◦f=k◦h
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Склейка диаграмм

Z +3 //

∗(−1)
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Z
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Частные случаи категорий

I Категории, в которых все морфизмы имеют вид idX

называются дискретными.

I Категории с ровно одним объектом.
I Категории, в которых все множества Hom(X ,Y ) содержат

максимум один элемент.
I Категории, в которых все морфизмы являются

изоморфизмами, называются группоидами.
I Категории, в которых изоморфные объекты равны,

называются скелетными.
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