
Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â êóðñå
¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû¿

(ëåêòîð: Å. Å. Ãîðÿ÷êî)

Ëåììà î ðàçáèåíèÿõ íà êëàññû ñìåæíîñòè.

Ïóñòü G � ãðóïïà è H ≤ G; òîãäà ìíîæåñòâà G/H è H\G � ðàçáèåíèÿ ãðóïïû G.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü G � ãðóïïà, |G| < ∞ è H ≤ G; òîãäà |H| äåëèò |G|.
Ëåììà î ïîðÿäêå ýëåìåíòà.

Ïóñòü G � ãðóïïà è g ∈ G; òîãäà ord(g) = |〈g〉| è, åñëè |G| < ∞, òî ord(g) äåëèò |G|.
Òåîðåìà îá îïèñàíèè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

1. Ïóñòü G � ãðóïïà, è n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+; òîãäà ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ

è |G| = n.

2. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà; îáîçíà÷èì

÷åðåç n âåëè÷èíó |G|; òîãäà n ∈ N è G ∼= (Z/n)+,

èëè n = ∞ è G ∼= Z+.

Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G è G = 〈d〉; îáîçíà÷èì ÷åðåç n âåëè÷èíó |G| è
1. ïóñòü l ∈ N è, åñëè n < ∞, òî l äåëèò n;

îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîäãðóïïó 〈dl〉 ãðóïïû G; òî-
ãäà min{a ∈ N | da ∈ H} = l;

2. ïóñòü H ≤ G è, åñëè n = ∞, òî H 6= {1};
îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî min{a ∈ N | da ∈ H}; òî-
ãäà H = 〈dl〉 è, åñëè n < ∞, òî l äåëèò n.

Âòîðàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è |G| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî |G| è
1. ïóñòü m ∈ N è m äåëèò n; îáîçíà÷èì ÷åðåç

H ïîäìíîæåñòâî {g ∈ G | gm = 1} ãðóïïû G; òî-
ãäà H ≤ G è |H| = m;

2. ïóñòü H ≤ G; îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî |H|;
òîãäà m äåëèò n è H = {g ∈ G | gm = 1}.

Òåîðåìà î ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.

Ïóñòü G � ãðóïïà è F,H ≤ G; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
• G = FH, F ∩H = {1} è ∀ f ∈ F, h ∈ H (fh = hf);
• îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç F ×H â G ïî ïðàâèëó (f, h) 7→ fh äëÿ ëþáûõ f ∈ F è h ∈ H, � èçî-

ìîðôèçì ãðóïï.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü m,n ∈ N; òîãäà Cmn
∼= Cm × Cn, åñëè è òîëüêî åñëè gcd(m,n) = 1.

Òåîðåìà îá àëãîðèòìå Åâêëèäà.

Ïóñòü R � åâêëèäîâà îáëàñòü è r, s ∈ R; òîãäà
1. àëãîðèòì Åâêëèäà íàõîäèò òàêîé t ∈ R, ÷òî t ∼p gcd(r, s);
2. ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äîïîëíèòåëüíî íàõîäèò òàêèå u, v ∈ R, ÷òî t = ur + vs.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû îá àëãîðèòìå Åâêëèäà.

1. Ïóñòü n ∈ Z \ {0}; òîãäà (Z/n)× = {a ∈ Z/n | gcd(a, n) = 1}.
2. Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x] \ {0}; òîãäà (K[x]/f)× = {a ∈ K[x]/f | gcd(a, f) = 1}.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Ïóñòü t ∈ N0, n1, . . . , nt ∈ N è ÷èñëà n1, . . . , nt ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî n1 · . . . · nt; òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç Z/n â Z/n1 × . . .×Z/nt ïî

ïðàâèëó a 7→ (a mod n1, . . . , a mod nt) äëÿ ëþáûõ a ∈ Z/n, � èçîìîðôèçì êîëåö.

Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z è gcd(a, n) = 1; òîãäà aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Òåîðåìà î ôóíêöèè Ýéëåðà.

1. Ïóñòü m,n ∈ N è gcd(m,n) = 1; òîãäà φ(mn) = φ(m)φ(n).
2. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1

1 · . . . · pωt
t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà φ(n) = n
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pt

)
.

Ëåììà î êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà.

Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè è f ∈ R[x] \ {0}; òîãäà |{r ∈ R | f(r) = 0}| ≤ deg f .

Òåîðåìà î öèêëè÷íîñòè.

Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, G ≤ R× è |G| < ∞; òîãäà ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ.
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Òåîðåìà î ãðóïïàõ îáðàòèìûõ îñòàòêîâ.

1. Ïóñòü n ∈ N; ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå pω1
1 · . . . · pωt

t , ãäå t ∈ N0, p1, . . . , pt ∈ P, ÷èñëà p1, . . . , pt ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íû è ω1, . . . , ωt ∈ N; òîãäà (Z/n)× ∼= (Z/pω1
1 )×× . . .× (Z/pωt

t )×.
2. Ïóñòü p ∈ P \ {2} è ω ∈ N, èëè p = 2 è ω ∈ {1, 2}; òîãäà (Z/pω)× ∼= Cpω−1(p−1).

3. Ïóñòü ω ∈ N \ {1, 2}; òîãäà (Z/2ω)× ∼= C2 × C2ω−2 .

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Ïóñòü n ∈ N; òîãäà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
• ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ïî ìîäóëþ n (òî åñòü ãðóïïà (Z/n)× öèêëè÷åñêàÿ);

• ÷èñëî n íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè ÷èñëî n
2 íå÷åòíîå ïðèìàðíîå, èëè n ∈ {1, 2, 4}.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.

Ïóñòü n ∈ N0 è u ∈ Sn; îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî n− κ(u); òîãäà
1. ñóùåñòâóþò òàêèå òðàíñïîçèöèè u1, . . . , ul ∈ Sn, ÷òî u = u1 · . . . · ul;

2. äëÿ ëþáîãî t ∈ N0 èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òðàíñïîçèöèé u1, . . . , ut ∈ Sn, ÷òî u = u1 · . . . · ut, ñëå-

äóåò, ÷òî t ≥ l è t ≡ l (mod 2).

? Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ñòðóêòóð.
Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà, S, V � σ-ñòðóêòóðû è f ∈ Hom(S, V ); òîãäà Im f ≤ V , Ker f � êîíãðóýíöèÿ

íà S, à òàêæå S/ Ker f ∼= Im f .

? Òåîðåìà î ñâîáîäíûõ ñòðóêòóðàõ.
Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà, I � ìíîæåñòâî σ-òîæäåñòâ, B � ìíîæåñòâî, S ∈ VarI è α ∈ Map(B,S);

òîãäà îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç FI(B) â S ïî ïðàâèëó ((∆I)-êëàññ òåðìà t) 7→ [t]S(α) äëÿ ëþáîãî

òåðìà t íàä B, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ãîìîìîðôèçìîì σ-ñòðóêòóð, äåéñòâó-
þùèì èç FI(B) â S è äëÿ ëþáîãî b ∈ B îòîáðàæàþùèì (∆I)-êëàññ òåðìà b â α(b).

? Ëåììà î äåëèìîñòè è ãëàâíûõ èäåàëàõ.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî; òîãäà

1. äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R âûïîëíåíî (s äåëèò r) ⇔ (r) ⊆ (s), r ∼p s ⇔ (r) = (s), r ∈ sR× ⇒ r ∼p s;

2. äëÿ ëþáûõ r, s, t ∈ R âûïîëíåíî t ∼p gcd(r, s) ⇔ (èäåàë (t) � íàèìåíüøèé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R,

ñîäåðæàùèé èäåàë (r) + (s)) è t ∼p lcm(r, s) ⇔ (t) = (r) ∩ (s).

? Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äëÿ îáëàñòåé ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, t ∈ N0, r1, . . . , rt ∈ R, ýëåìåíòû r1, . . . , rt ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-

ñòû (òî åñòü ∀ i, j ∈ {1, . . . , t} (i 6= j ⇒ gcd(ri, rj) ∼p 1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ýëåìåíò r1 · . . . · rt; òîãäà

îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç R/(r) â R/(r1) × . . . × R/(rt) ïî ïðàâèëó s + (r) 7→ (s + (r1), . . . , s + (rt))
äëÿ ëþáûõ s ∈ R, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

? Òåîðåìà î ãëàâíûõ èäåàëàõ.
1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî; òîãäà Irr(R) ⊆ {r ∈ R | èäåàë (r) � ìàêñèìàëüíûé íåòðèâè-

àëüíûé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R}.
2. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè; òîãäà ∀ r, s ∈ R (r ∼p s ⇔ r ∈ sR×), Irr(R) = {r ∈ R | èäåàë (r)�

ìàêñèìàëüíûé íåòðèâèàëüíûé ãëàâíûé èäåàë êîëüöà R} è Prime(R) ⊆ Irr(R).
3. Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ; òîãäà Prime(R) = Irr(R).

? Òåîðåìà î ôàêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ.
Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè; òîãäà R � ôàêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü, åñëè è òîëüêî åñëè ëþáàÿ íå-

óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ êîëüöà R ñòàáèëèçèðóåòñÿ è Prime(R) = Irr(R).

? Òåîðåìà î âêëþ÷åíèÿõ ìåæäó êëàññàìè êîëåö.

1. Åâêëèäîâû îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.

2. Îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðèàëüíûìè îáëàñòÿìè.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè îäíîðîäíûõ G-ìíîæåñòâ. Ïóñòü G � ãðóïïà è
1. ïóñòü C � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï

ãðóïïû G è H ∈ C, à òàêæå X � G-ìíîæåñòâî

è X ∼= G/H; òîãäà X � îäíîðîäíîå G-ìíîæåñòâî

è {StG(x) | x ∈ X} = C;

2. ïóñòü X � îäíîðîäíîå G-ìíîæåñòâî; îáî-

çíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî {StG(x) | x ∈ X}; òî-
ãäà C � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï ãðóïïû G
è äëÿ ëþáûõ H ∈ C âûïîëíåíî X ∼= G/H.

? Ëåììà Áåðíñàéäà. Ïóñòü G � ãðóïïà, X � G-ìíîæåñòâî, |G| < ∞; òîãäà |X/G| = 1
|G|

∑
g∈G |FixX(g)|.
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? Òåîðåìà î âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìàõ.
Ïóñòü G � ãðóïïà; òîãäà îòîáðàæåíèå conjG, äåéñòâóþùåå èç G â Aut(G) ïî ïðàâèëó g 7→ (ñîïðÿ-

æåíèå ñëåâà ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà g) äëÿ ëþáûõ g ∈ G, îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-

ìîì ãðóïï, Im conjG = Inn(G) E Aut(G) è Ker conjG = Z(G).

? Òåîðåìà î ïðîñòîòå çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï. Ãðóïïû An, ãäå n ∈ N \ {1, 2, 4}, ïðîñòû.
? Ëåììà î íåçàâèñèìûõ è ïîðîæäàþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ.

1. Ïóñòü M � ñâîáîäíûé ìîäóëü è B � áàçèñ ìîäóëÿ M ; òîãäà B � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ïîä-

ìíîæåñòâî â M è ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â M .

2. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, B � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â V èëè ìè-

íèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â V ; òîãäà B � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

? Òåîðåìà î áåñêîíå÷íîì áàçèñå. Ëþáûå äâà áàçèñà èìåþùåãî áåñêîíå÷íûé áàçèñ ìîäóëÿ ðàâíîìîùíû.

? Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñà. Â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ.

? Ëåììà Øòåéíèöà î çàìåíå.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, C � íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â V , D � ïîðîæäàþùåå ïîä-

ìíîæåñòâî â V è |C| < ∞; òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî D′ â D, ÷òî |C| = |D′| (è, çíà÷èò,
|C| ≤ |D|) è (D \D′) ∪ C � ïîðîæäàþùåå ïîäìíîæåñòâî â V .

? Òåîðåìà î ¾ïîëå ðàçëîìà¿.
Ïóñòü K � ïîëå, f ∈ Irr(K[x]), E � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, e ∈ E è f(e) = 0; òîãäà
1. f = cfe, ãäå c = (ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f);
2. îòîáðàæåíèå evalf,e, äåéñòâóþùåå èç K[x]/(f) â E ïî ïðàâèëó g + (f) 7→ g(e) äëÿ ëþáûõ g ∈ K[x],

îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ðàñøèðåíèé ïîëÿ K;

3. Im evalf,e = {g(e) | g ∈ K[x] ∧ deg g < deg f} = K(e) è K[x]/(f) ∼= K(e).

? Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î ¾ïîëå ðàçëîìà¿.

Ïóñòü K � ïîëå, f ∈ K[x] \ {0}, E è Ẽ � ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K, e ∈ E, f(e) = 0 è f ðàñêëàäûâàåòñÿ â

ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 1 â êîëüöå Ẽ[x]; òîãäà ñòðóêòóðà ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K íà Ẽ ïðîäîë-

æàåòñÿ äî ñòðóêòóðû ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K(e) (òî åñòü HomK(K(e), Ẽ) 6= ∅).
? Òåîðåìà î ïîëå ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü K � ïîëå è f ∈ K[x] \ {0}; òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì ðàçëî-

æåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì K, è ëþáûå äâà òàêèõ ðàñøèðåíèÿ èçîìîðôíû.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Ïóñòü p ∈ P è
1. ïóñòü n ∈ N, E � ïîëå è E ∼= SplFp

(xpn−x);
òîãäà char E = p è |E : Fp| = n;

2. ïóñòü E � ïîëå, char E = p è |E : Fp| < ∞;

îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî |E : Fp|; òîãäà âûïîëíå-

íî E ∼= SplFp
(xpn− x).

? Òåîðåìà î ïîäïîëÿõ êîíå÷íîãî ïîëÿ.
Ïóñòü E � ïîëå è |E| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç p ÷èñëî char E è ÷åðåç n ÷èñëî |E : Fp| è
1. ïóñòü l ∈ N è l äåëèò n; îáîçíà÷èì ÷åðåç

F ïîäìíîæåñòâî {e ∈ E | epl
= e} ïîëÿ E; òîãäà

F � ïîäïîëå ïîëÿ E è |F : Fp| = l;

2. ïóñòü F � ïîäïîëå ïîëÿ E; îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç l ÷èñëî |F : Fp|; òîãäà l äåëèò n è âûïîëíåíî

F = {e ∈ E | epl
= e}.

Ïðèëîæåíèå

Â ñïèñêå îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé êóðñà èìåþòñÿ íåñêîëüêî îäíîòèïíûõ òåîðåì, ñìûñë êîòîðûõ ñîñòî-

èò â îïèñàíèè áèåêöèé ìåæäó íåêîòîðûìè ìíîæåñòâàìè; íèæå ïðèâåäåíû êðàòêèå êîíöåïòóàëüíûå ôîð-

ìóëèðîâêè ýòèõ òåîðåì, â êîòîðûõ áèåêöèè âûïèñàíû ÿâíî. Â ýòèõ ôîðìóëèðîâêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-

þùèå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ (ôîðìóëèðîâêè òåîðåì äàíû ïîñëå ñïèñêà îáîçíà÷åíèé).

Subgroups(G) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G
Divisors(n) ìíîæåñòâî {l ∈ N | l äåëèò n}, åñëè n ∈ N, è ìíîæåñòâî N ∪ {∞}, åñëè n = ∞

HomogeneousG-Sets êëàññ âñåõ îäíîðîäíûõ G-ìíîæåñòâ (G � ãðóïïà)

FiniteFieldsp êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p (p ∈ P)
Subfields(E) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïîëåé ïîëÿ E
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Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G è G = 〈d〉; îáîçíà÷èì ÷åðåç n âåëè÷èíó |G|.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Subgroups(G) è ìíîæåñòâî Divisors(n); ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëå-

íû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè áèåêöèÿìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

Subgroups(G) → Divisors(n) Divisors(n) → Subgroups(G)

H 7→ min{a ∈ N | da ∈ H}; l 7→

{
〈dl〉, åñëè l ∈ N,
{1}, åñëè l = ∞.

Çàìå÷àíèå. Ìåæäó ôîðìóëèðîâêîé ïåðâîé òåîðåìû î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû èç ñïèñêà îñíîâ-

íûõ óòâåðæäåíèé êóðñà è åå ôîðìóëèðîâêîé, ïðèâåäåííîé âûøå, èìååòñÿ ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå îò-

ëè÷èå â òîì ñëó÷àå, êîãäà n = ∞: â ôîðìóëèðîâêå èç ñïèñêà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé èäåò ðå÷ü î òåõ æå

áèåêöèÿõ, ÷òî è â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëèðîâêå, íî äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè èç ìíîæåñòâà Subgroups(G)
èñêëþ÷åíà ïîäãðóïïà {1}, à èç ìíîæåñòâà Divisors(∞) èñêëþ÷åíà âåëè÷èíà ∞.

Çàìå÷àíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðâîé òåîðåìû î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû (G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà, d ∈ G, G = 〈d〉 è H ≤ G) èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò: min{a ∈ N | da ∈ H} = |G : H|.
Âòîðàÿ òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è |G| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî |G|.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Subgroups(G) è ìíîæåñòâî Divisors(n); ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëå-

íû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè áèåêöèÿìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

Subgroups(G) → Divisors(n) Divisors(n) → Subgroups(G)
H 7→ |H|; m 7→ {g ∈ G | gm = 1}.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåì î ïîäãðóïïàõ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ôàêò.

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, d ∈ G, G = 〈d〉, |G| < ∞ è k ∈ Z, à òàêæå y ∈ Z; òîãäà
1. Im powk,G = 〈dgcd(k,|G|)〉 è | Im powk,G| =

|G|
gcd(k,|G|) ;

2. Ker powk,G = 〈d
|G|

gcd(k,|G|) 〉 è |Ker powk,G| = gcd(k, |G|);
3. èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Áåçó, ïðåäñòàâèì ÷èñëî gcd(k, |G|) â âèäå uk + v|G|, ãäå u, v ∈ Z, òîãäà

pow−1
k,G(dy) =

{
d

uy
gcd(k,|G|) Ker powk,G, åñëè gcd(k, |G|) äåëèò y,

∅, åñëè gcd(k, |G|) íå äåëèò y.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè îäíîðîäíûõ G-ìíîæåñòâ. Ïóñòü G � ãðóïïà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî HomogeneousG-Sets/∼= êëàññîâ èçîìîðôèçìà âñåõ îäíîðîäíûõ G-ìíîæåñòâ

è ìíîæåñòâî Subgroups(G)/∼ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G; ñëåäóþùèå îòîáðàæå-

íèÿ îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè áèåêöèÿìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

HomogeneousG-Sets/∼= → Subgroups(G)/∼ Subgroups(G)/∼ → HomogeneousG-Sets/∼=(
êëàññ èçîìîðôèçìà

G-ìíîæåñòâà X

)
7→ {StG(x) | x ∈ X};

( êëàññ ñîïðÿæåííî-

ñòè ïîäãðóïïû H

)
7→

( êëàññ èçîìîðôèçìà
G-ìíîæåñòâà G/H

)
.

? Òåîðåìà îá îïèñàíèè êîíå÷íûõ ïîëåé. Ïóñòü p ∈ P.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî FiniteFieldsp/∼= êëàññîâ èçîìîðôèçìà âñåõ êîíå÷íûõ ïîëåé õàðàêòåðèñòè-

êè p è ìíîæåñòâî N; ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè

áèåêöèÿìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

FiniteFieldsp/∼= → N N → FiniteFieldsp/∼=
(êëàññ èçîìîðôèçìà ïîëÿ E) 7→ |E : Fp|; n 7→ (êëàññ èçîìîðôèçìà ïîëÿ SplFp

(xpn− x)).

? Òåîðåìà î ïîäïîëÿõ êîíå÷íîãî ïîëÿ.
Ïóñòü E � ïîëå è |E| < ∞; îáîçíà÷èì ÷åðåç p ÷èñëî char E è ÷åðåç n ÷èñëî |E : Fp|.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Subfields(E) è ìíîæåñòâî Divisors(n); ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëå-

íû êîððåêòíî è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè áèåêöèÿìè ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè:

Subfields(E) → Divisors(n) Divisors(n) → Subfields(E)

F 7→ |F : Fp|; l 7→ {e ∈ E | epl
= e}.

4


