
Задания

22 марта 2016 г.

Множество типов лямбда исчисления:

, 𝑃 ∈ 𝑉 𝑎𝑟
𝑃 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒 ⊥ ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙→ 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙× 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

𝜙⨿ 𝜓 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒

Множество предтермов лямбда исчисления (мы используем разные мно-
жества для переменных в типах и переменных в термах):

, 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟′
𝑥 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 , 𝜙 ∈ 𝑇𝑦𝑝𝑒
𝑎𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝜙 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 , 𝑥 ∈ 𝑉 𝑎𝑟′
𝜆𝑥. 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 𝑡′ ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
𝑡 𝑡′ ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑎 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 𝑏 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
𝑓𝑠𝑡 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
𝑠𝑛𝑑 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
𝐿𝑒𝑓𝑡 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚
𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑡 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

𝑒 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 𝑎 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 𝑏 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝑎𝑟′
case 𝑒of {𝐿𝑒𝑓𝑡(𝑥) → 𝑎;𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑦) → 𝑏 } ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚

Правила типизации:

, (𝑥 : 𝜙) ∈ Γ
Γ ⊢ 𝑥 : 𝜙

Γ ⊢ 𝑏 : ⊥
Γ ⊢ 𝑎𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝜙 𝑏 : 𝜙

Γ, 𝑥 : 𝜙 ⊢ 𝑏 : 𝜓

Γ ⊢ 𝜆𝑥. 𝑏 : 𝜙→ 𝜓

Γ ⊢ 𝑓 : 𝜙→ 𝜓 Γ ⊢ 𝑎 : 𝜙

Γ ⊢ 𝑓 𝑎 : 𝜓

Γ ⊢ 𝑎 : 𝜙 Γ ⊢ 𝑏 : 𝜓

Γ ⊢ (𝑎, 𝑏) : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢ 𝑝 : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢ 𝑓𝑠𝑡 𝑝 : 𝜙

Γ ⊢ 𝑝 : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢ 𝑠𝑛𝑑 𝑡 : 𝜓

Γ ⊢ 𝑎 : 𝜙

Γ ⊢ 𝐿𝑒𝑓𝑡 𝑎 : 𝜙⨿ 𝜓

Γ ⊢ 𝑏 : 𝜓

Γ ⊢ 𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡 𝑏 : 𝜙⨿ 𝜓
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Γ ⊢ 𝑒 : 𝜙⨿ 𝜓 Γ, 𝑥 : 𝜙 ⊢ 𝑎 : 𝜒 Γ, 𝑦 : 𝜓 ⊢ 𝑏 : 𝜒

Γ ⊢ case 𝑒of {𝐿𝑒𝑓𝑡(𝑥) → 𝑎;𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑦) → 𝑏 } : 𝜒

А теперь задания:

1. Между правилами вывода логики и конструкциями в лямбда исчис-
лении существует естественная биекция. Например, →𝐼 соответствует
абстракции, а →𝐸 соответствует аппликации. Запишите эту биекцию
для остальных правил и конструкций.

2. Приведите для следующих теорем деревья вывода и термы, доказы-
вающие их:

(a) 𝑃 → 𝑃

(b) 𝑃 → (𝑃 → 𝑄) → 𝑄

(c) 𝑃 ∧𝑄→ 𝑃 ∨𝑄
(d) (𝑃 ∨𝑄) ∧𝑅→ (𝑃 ∧𝑅) ∨ (𝑄 ∧𝑅)

3. Приведите для следующих теорем доказывающие их термы:

(a) (𝑃 ∧𝑅) ∨ (𝑄 ∧𝑅) → (𝑃 ∨𝑄) ∧𝑅
(b) (𝑃 ∨𝑄) ∨𝑅→ 𝑃 ∨ (𝑄 ∨𝑅)

(c) ((((𝑃 → 𝑄) → 𝑃 ) → 𝑃 ) → 𝑄) → 𝑄

4. Добавим в нашей логике новую связку ↔, удовлетворяющую следую-
щим условиям:

⊤ ↔ ⊤ = ⊤
⊤ ↔ ⊥ = ⊥
⊥ ↔ ⊤ = ⊥
⊥ ↔ ⊥ = ⊤

(a) Опишите правила введения и элиминации для этой связки. Они
не должны использовать никакие другие связки.

(b) Опишите аналогичные конструкции и правила типизации для
них в лямбда исчислении.

(c) Приведите терм, доказывающий формулу (𝑃 ∨ 𝑄 → 𝑅) ↔ (𝑃 →
𝑅) ∧ (𝑄→ 𝑅).
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